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Введение 

Являясь дисциплиной естественно-научного цикла, курс «Дифференциаль-

ные уравнения» не только способствует появлению нового знания о природе, 

обществе и человеке, но и находит в других науках реальные стимулы для сво-

его развития. Казалось бы, дифференциальные уравнения могут использовать-

ся только для решения задач математических дисциплин, однако это не так. 

Применение дифференциальных уравнений достаточно широко. Их использу-

ют для решения не только математических, но и биологических, химических, 

физических задач. Многие процессы, происходящие в природе и изучаемые в 

таких науках, как биология и химия невозможно объяснить и разрешить, не 

зная, что такое дифференциальные уравнения и методов их решения. 

Программа курса «Дифференциальные уравнения» разработана на основе 

Федерального государственного образовательного стандарта высшего профес-

сионального образования и отвечает государственным требованиям к миниму-

му содержания и уровню подготовки бакалавров по направлению подготовки 

«Педагогическое образование», профиль «Математика и информатика», про-

филь «Математика»; по направлению подготовки «Прикладная информатика», 

профиль «Прикладная информатика в экономике»; по направлению подготовки 

«Биотехнические системы и технологии», профиль «Биомедицинская инжене-

рия». 

Материал учебно-методического пособия «Дифференциальные уравнения: 

практические занятия» разбит на занятия, в каждом из которых даются необхо-

димые теоретические сведения, используемые при решении задач, приводятся 

типовые задачи с решениями. Кроме того, настоящее пособие содержит доста-
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точное количество задач для самостоятельной работы студентов и для решения 

на практических занятиях, контрольные работы и тесты. Основное внимание в 

уделяется приобретению практических навыков, поэтому большая часть теоре-

тического материала представлена в курсе без доказательств, но снабжена до-

статочным количеством примеров.  

Основной целью является попытка помочь студентам в формировании их 

математического мышления, выработке практических навыков решения диф-

ференциальных уравнений. 
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1. Дифференциальные уравнения первого порядка 

Занятие 1. Основные определения и понятия 

При рассмотрении многих прикладных задач не всегда удается 

установить непосредственную зависимость между величинами, описы-

вающими реальное явление или процесс. При этом часто удается уста-

новить связь между величинами (функциями) и скоростями их изменения 

относительно других переменных величин. Эти уравнения, содержа-

щие производные (или дифференциалы) неизвестных функций, назы-

ваются дифференциальными уравнениями. Дифференциальное уравне-

ние, описывающее реальный эволюционный процесс, называется диф-

ференциальной моделью этого процесса. 

Задача. Через сосуд емкостью V л, наполненный водным раствором 

некоторого вещества, протекает непрерывно жидкость. При этом за 

единицу времени втекает V0 л чистой воды и вытекает такое же коли-

чество раствора. Найти закон изменения вещества в сосуде в зависимо-

сти от времени протекания жидкости через сосуд. 

Решение. Пусть в момент времени t в сосуде содержится х кг веще-

ства. Требуется найти закон  txx   изменения вещества в сосуде  

в зависимости от времени t.  

Скорость изменения количества вещества 
dt

dх
 отрицательна, так 

как х(t) — убывающая функция. С другой стороны, скорость уменьше-

ния количества вещества в сосуде будет равна x
V

V0  кг. Отсюда полу-

чим уравнение  

.0 x
V

V

dt

dх


 

(1) 

В дальнейшем покажем, что решением этого уравнения является 

функция  

,

0 t
V

V

Cex


  (2) 

где С — произвольная постоянная. 

Для определенности предположим, что в некоторый начальный мо-

мент времени 0t  количество вещества в сосуде было 0x  кг. Полагая 

в равенстве (2) 0t , 0xx  , найдем 0x .  
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В итоге  

t
V

V

eхx

0

0



  (3) 

— закон изменения количества вещества в сосуде с течением времени. 

Решая эту задачу, получили уравнение (1), в котором неизвестная 

функция одной независимой переменной содержалась под знаком про-

изводной. Уравнение (1) называется обыкновенным дифференциаль-

ным уравнением.  

Определение. Обыкновенным дифференциальным уравнением 

называется соотношение вида  

0),...,,,,( )(  nyyyyxF  
(4) 

между независимой переменной х, функцией )(xfу   и производными 

этой функции )(,...,, nyyy  . 

Определение. Порядком дифференциального уравнения называется 

наивысший порядок входящих в него производных. 

Уравнение x
V

V

dt

dх 0  — дифференциальное уравнение первого 

порядка. 

В обыкновенных дифференциальных уравнениях неизвестная 

функция зависит только от одного аргумента. В дифференциальных 

уравнениях с частными производными неизвестная функция зависит от 

нескольких независимых переменных. 

Определение. Решением дифференциального уравнения называется 

функция, имеющая непрерывные производные до порядка, равного 

порядку уравнения, и обращающая это уравнение в тождество. 

Обычно дифференциальные уравнения имеют бесконечное множе-

ство решений (см., например, решение вышеприведенной задачи). 

Важной задачей теории дифференциальных уравнений является отыс-

кание всех решений данного дифференциального уравнения и изучение 

свойств этих решений. Задачу решения дифференциального уравнения 

часто называют задачей интегрирования дифференциального уравне-

ния. Кривая, соответствующая решению обыкновенного дифференци-

ального уравнения, называется интегральной кривой этого уравнения. 

В теории дифференциальных уравнений и для ее приложений важное 

значение имеет задача отыскания частного решения дифференциально-

го уравнения (4), удовлетворяющего начальным условиям:  

      )1(

00

)1(

00,00 ...,,



nn

yxyyxyyxy  (5) 

Такая задача называется задачей Коши.  
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Геометрически речь идет о нахождении интегральной кривой, про-

ходящей через данную точку  000 , ухМ .  

Примеры. 

1. 053
2

 xyyx  — обыкновенное дифференциальное урав-

нение 1-го порядка. В общем виде записывается 0),,( yyxF . 

2. yx
dx

dy
xy

dx

yd
x 

2

2

2

 — обыкновенное дифференциальное 

уравнение 2-го порядка. В общем виде записывается .0),,,(  yyyxF  

3. 0
2











y

z
xy

x

z
y  — дифференциальное уравнение в частных 

производных первого порядка. 

Для широкого класса уравнений задача Коши на некотором проме-

жутке, содержащем x0, имеет единственное решение. Это решение 

называется частным решением уравнения (4). Множество всех част-

ных решений дифференциального уравнения образует общее решение 

этого уравнения. 

В ранее рассмотренной задаче  

t
V

V

Cex

0

  — общее решение уравнения (1),  

t
V

V

eхx

0

0



  — частное решение этого уравнения. 

Определение. Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

соотношение вида  

,0),,( yyxF    (1) 

где х  — независимая переменная, )(xуу   — неизвестная функция от х . 

Если уравнение (1) можно разрешить относительно производной у , то его 

записывают в виде:  

),( yxfу   или ).,( yxf
dx

dy
   (2) 

Уравнение (2) называется дифференциальным уравнением первого поряд-

ка, разрешенным относительно производной. Для такого уравнения справедли-

ва теорема Коши о существовании и единственности решения дифференциаль-

ного уравнения.  

Теорема Коши. Если в уравнении ),( yxfy   функция ),( уxf  и ее 

частная производная 
dy

df
 непрерывны в некоторой области D на плоскости 
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Oxy, содержащей некоторую точку  00, уx , то существует единственное ре-

шение этого уравнения )(xy  , удовлетворяющее условию   00 yx  . 

Геометрический смысл теоремы состоит в том, что существует и притом 

единственная функция )(xy  , график которой проходит через точку 

 00, уx .  

Общим интегралом дифференциального уравнения (1) в области D называ-

ется функция 0),,( СуxФ , зависящая от одной произвольной постоянной С. 

Функция ),,( СуxФ  обладает следующим свойством: для любой точки 

 00, уx , лежащей внутри области D, уравнение 

0),,( 00 СуxФ  

однозначно разрешимо относительно С, причем, если 0С  — соответствующее 

решение, то 0),,( 0 СуxФ  есть частное решение уравнения (1). 

Геометрически общее решение ),( Сxуу   дифференциального уравнения 

представляет собой семейство интегральных кривых на плоскости Oxy. Угло-

вой коэффициент касательной в каждой точке интегральной кривой равен про-

изводной )(xу , которая с учетом дифференциального уравнения 

),( yxfу   равна ),( yxf . Поэтому, можно, не зная решения )(xу , изобра-

зить множество касательных и по ним графически построить решение. 

Определение. Особым решением дифференциального уравнения называет-

ся такое решение, во всех точках которого условие единственности Коши не 

выполняется, т. е. в окрестности некоторой точки этого решения (х, у) суще-

ствует не менее двух интегральных кривых.  

Особые решения не зависят от постоянной С. Особые решения нельзя по-

лучить из общего решения ни при каких значениях постоянной С. Если по-

строить семейство интегральных кривых дифференциального уравнения, то 

особое решение будет изображаться линией, которая в каждой своей точке 

касается, по крайней мере, одной интегральной кривой. Не каждое дифферен-

циальное уравнение имеет особые решения. 
 

Задания для самостоятельного решения 

1. Убедиться, что функция 3Схy  , где С — произвольная постоянная, 

является решением дифференциального уравнения 03  yyx . Найти частное 

решение, удовлетворяющее начальному условию у(1) = 2. 

2. Доказать, что при любом RС  функция )(xfу  , определяемая соот-

ношением Cyxarctgу  )( , является решением дифференциального урав-

нения   1
3


dx

dy
yx . 
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3. Доказать, что функция, заданная параметрически уравнениями 












t

t

ey

tex
у , является решением дифференциального уравнения 

  01 2  y
dx

dy
xy . 

4. Построить интегральные кривые уравнения 
yx

yx

dx

dy




 . 

5.  Составить дифференциальное уравнение семейства окружностей с об-

щим центром (1; 0). 

6. Составить дифференциальное уравнение семейства парабол, которые 

проходят через начало координат, и для которых ось абсцисс является осью 

симметрии. 
 

Ответы 

1. 32xy  . 

2. Указание. Использовать правило дифференцирования неявной функции. 

3.   

4. При Cxyxy  , . При Cxyxy  , . 

5. .1 x
dx

dy
y  

6. 02  y
dx

dy
x . 

Тест к занятию 1 
 

Часть А 

1. Определить порядок дифференциального уравнения 

:052  ууxy  

 1) 0;  2) 1;  3) 2;  4) 3. 

2. Среди указанных функций найдите решение уравнения 

:02  уу  

 1) xsin ;  2) e
x
;  3) e

2x
;  4) х. 

3. При каком значении k функция 
2kxу   является решением диф-

ференциального уравнения 02  ууx  с начальным условием у(1) = 3: 

 1) 3;  2) 0;  3) –1;  4) –3. 

4. Известно общее решение 
3

Схy  дифференциального уравне-

ния. Укажите его частное решение, удовлетворяющее начальному 

условию у(2) = 8: 

 1) 2х
3
;  2) 8х

3
;  3) х

3
;  4) –х

3
. 
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5. Найдите дифференциальное уравнение семейства линий Cxy  . 

 1) xу  ; 2) xуy  ; 3) уy  ; 4) xуy  . 
 

Часть В 
1. Какое уравнение называют обыкновенным дифференциальным 

уравнением? 
2. Сколько решений может иметь дифференциальное уравнение? 
3. Что называется интегральной кривой дифференциального урав-

нения? 
4. Приведите пример задачи Коши для дифференциального урав-

нения первого порядка? 
5. Что такое частное решение? Как оно связано с формулой общего 

решения? 

Занятие 2. Уравнения с разделяющимися переменными 

Определение. Дифференциальное уравнение вида  

   dyуfdxxf 21     (3) 

называется дифференциальным уравнением с разделенными перемен-
ными. 

Интегрируя, получим  

      Cdyуfdxхf 21
   (4), 

где С — произвольная постоянная. 
В некоторых случаях интегралы в (4) нельзя выразить через эле-

ментарные функции. Однако считается, что дифференциальное урав-
нение (3) проинтегрировано, если его решение сведено к виду (4). 

Пример 1. Решить уравнение     011  dyуdxх . Найти инте-

гральную кривую, проходящую через точку   0,0 . 

Решение. Общий интеграл этого уравнения 

      Cdyуdxх 11 , 

Cy
y

x
x


22

22

, 

Cyx
yx


22

22

. 

Полагая в этом равенстве 0,0  yx , получим С = 0. Частное ре-

шение уравнения имеет вид 02222  yxyx  или 

    211
22
 yx . Эта интегральная кривая — окружность с цен-

тром в точке  1,1  и радиусом, равным 2 . 
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Определение. Дифференциальное уравнение вида  

       dyyqxfdxyqxf 2211    (5) 

называется дифференциальным уравнением с разделяющимися пере-

менными. 

Предполагаем, что функции        yqyqxfxf 2121 ,,,  непрерывны в 

некоторой области. 

Если     0,0 21  xfyq , то, разделив обе части равенства (5) на 

произведение    yqxf 12  , получим  

 
 

 
 

dy
yq

yq
dx

xf

xf

1

2

2

1  . 

Получили дифференциальное уравнение с разделенными перемен-

ными. 

Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными 

можно также записать в виде  

 yxy  )( . 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

    011 22  dyxydxyx . 

Решение. Это уравнение является уравнением с разделяющимися пе-

ременными. Разделим данное уравнение на произведение    22 11 xy  , 

получим уравнение с разделенными переменными:  

0
11 22





 y

ydy

x

xdx , 

22 11 y

ydy

x

xdx





. 

Интегрируем, воспользовавшись произволом выбора постоянной 

интегрирования: 

    Cyx ln1ln1ln 22  , 

C
y

x
ln

1

1
ln

2

2




 , 

C
y

x





2

2

1

1 , 

 22 11 yCx   — общее решение уравнения. 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

    012  dyyxydxx . 
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Решение. Это уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными. Разделим переменные и получим уравнение с разделен-

ными переменными:  

0
12







dy
y

y
dx

x

x
, 

0
1

1
2

1 
















 dy

y
dx

x
. 

Интегрируя, получим 

Cyyxx  lnln2 , 

Cyx
y

x


2

ln  — общий интеграл данного уравнения. 

Пример 4. Найти общее решение уравнения xyxyy 32  . 

Решение. Это уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными. Разделим переменные и получим уравнение с разделен-

ными переменными: 

 3 yxy
dx

dy
, 

 
xdx

yy

dy


 3
. 

Интегрируя, получим 

   


xdx
yy

dy

3
. 

Чтобы вычислить интеграл в левой части равенства, разложим 

подынтегральную функцию на сумму простейших дробей: 

 
 
   

 
 3

3

3

3

3

3

33

1



















 yy

ayba

yy

byaay

yy

byya

y

b

y

a

yy
. 

Получим систему: 



























3

1
3

1

13

0

b

a

a

ba
. 

Таким образом, имеем 

  3

3
1

3
1

3

1




 yyyy
, 
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   


 xdx
y

dy

y

dy

33

1

3

1
, 

1

2

ln
2

3ln
3

1
ln

3

1
C

x
yy  , 

1

2

ln3
2

3
3lnln C

x
yy  , 

3
1

2

ln
2

3

3
ln C

x

y

y



, 

2

3 2

3

x

eC
y

y



, 0C  — общий интеграл данного уравнения. 

Заметим, что 3;0  yy  также являются решениями уравнения. 

Пример 5. Найти частное решение дифференциального уравнения 

0 yyx  при 2,1 00  yx . 

Решение. Это уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными. Разделим переменные и получим уравнение с разделен-

ными переменными: 

0 y
dx

dy
x , 

ydxxdy  , 

x

dx

y

dy
 . 

Интегрируем:  

  x

dx

y

dy
, 

Cxy lnlnln  , 

Cxy lnlnln  , 

Cxy lnln  , 

Сxy  , 

x

C
y   — общее решение исходного дифференциального уравнения. 

Подставим в полученное дифференциальное уравнение начальные 

условия: 2,1 00  yx . Имеем 2
1

2  C
С

. 
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Таким образом, частное решение при заданных начальных условиях 

(решение задачи Коши): 
x

y
2

 . 

 

Задания для самостоятельного решения 

1. Решить уравнения: 

1.     .011 22  dyxdxy  

2.   22 11 yyxy  . 

3. 
y

x
yy

21
 . 

4. xyy cos2 . 

5.     022  dyyxydxxyx . 

6. 
4

4
2 


x

y . 

7. dxx
y

dy
sin . 

8. 
3

3






x

y
y . 

9.   xydxdyx 21 2  . 

10. 
x

dy

x

dx


 21

. 

11. 0 yy . 

12. 
y

x
yy

cos

2
 . 

13. 3
2

yy  . 

14. )1( 2  yxy . 

15. 02
2






y

y
xe x . 

16. 0)1()1( 22  dyxydxyx . 

2. Найти частные решения уравнений, удовлетворяющие указанным 

начальным условиям: 

17.     10,01  yydyedxe xx . 

18.       11,011 3232  ydyxydxyx . 
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19. 1
3

,0 










yctgxdyydx . 

20.  
4

0,sincoscossin


 yxdxyxdуy . 

21.     11,0  yyyxxy . 

22.     43,0  yy
y

x
y . 

23.     32,0  yx
x

y

dx

dy
. 

24.   00,4 3  yxy . 

25. 1
2

,1 










yytgxy . 

26.   1,
ln

 eyxdy
x

ydx
. 

27.   12,ln 


уy
y

y
. 

28.   01,0 


уe
x

yy y . 

29. 0)0(,sin)1(cos  yxyxy . 

30.   11,53320 22  ydxxyydyxydyxdx . 
 

Ответы 

1.  

1.   CxCxy 1 . 

2. arctgxCey 221  . 

3. Cxxy  23 33 . 

4. 
xC

y
sin

1


 . 

5.    Cyx  22 11 . 

6. С
х

х
y 






2

2
ln . 

7. 
 

4

cos
2

Cx
y


 . 

8.   33  Cxy . 

9.  Cxy 12  . 
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10.   Cxy  2

1
21 . 

11. xeCy  . 

12. 0cossin 2  Cxyyy . 

13. 3)(
27

1
Cxy  . 

14. 













 C

x
tgy

2

2

. 

15. 
2xeeCy



 . 

16. Cyx  )1)(1( 22 . 
 

2. 

17. 
2

1
ln212

xe
y


 . 

18. 













 

y

x
yx ln1222 . 

19. xy cos2 . 

20. yx cos2cos  . 

21. 02ln2  xyy . 

22. 2522  yx . 

23. 6xy . 

24. 4хy  . 

25. 1sin2  xy . 

26. хy ln . 

27. yx 2ln)2(2  . 

28. 1)1(2 2 xye y . 

29. 1
cos


x

C
y . 

30. 4
2

1
5

3

5

2














 


x
y . 
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Занятие 3. Однородные уравнения 

Определение. Функция ),( yxf , удовлетворяющая условию 

),(),( yxfttytxf n  для любого значения параметра t (кроме нуля), 

называется однородной функцией степени n (или порядка п). 

Пример 1. Является ли однородной функция yxxyxf 23 3),(  ? 

Решение. 

),()3(3)(3)(),( 3233233323 yxftyxxtyxtxttytxtxtytxf  . 

Таким образом, функция ),( yxf  является однородной 3-го порядка. 

Пример 2. Является ли однородной функция yxyxf 5),( 2  ? 

Решение. )5(55)(),( 32332 yxtttyxttytxtytxf  . 

Таким образом, функция yxyxf 5),( 2   не является однородной 

функцией. 

Свойства однородных функций 

1. Если функции ),( yxP  и ),( yxQ  — однородные функции сте-

пени n (или порядка п), то функция  
 yxQ

yxP
yxf

,

),(
,   есть однородная 

функция нулевой степени. 

2. Если функция  yxf ,  — однородная функция нулевой степени, 

то она зависит только от отношения переменных 
y

x . 

Определение. Дифференциальное уравнение вида  

0),(),(  dyyxQdxyxP  

называется однородным дифференциальным уравнением, если функ-

ции ),( yxP  и ),( yxQ  являются однородными функциями одной и той 

же степени n. 

Учитывая свойства однородных функций, можно однородное диф-

ференциальное уравнение определить иначе. 

Определение. Дифференциальное уравнение вида ),( yxfy   

называется однородным, если его правая часть ),( yxf  есть однород-

ная функция нулевой степени относительно своих аргументов. 

Чтобы решить однородное дифференциальное уравнение, нужно 

свести его к уравнению с разделяющимися переменными с помощью 

подстановки 
x

y
u  . Тогда xuxuyuxy  , , где и — некоторая 

функция аргумента х. 
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Пример 3. Решить уравнение     0 dyyхdxуx  

Решение. Обозначим yxyxP ),(  и yxyxQ ),( . Данное 

уравнение будет однородным, так как ),( yxP  и ),( yxQ  — однородные 

функции первой степени. 

Полагаем uxuyuxy
x

y
u  ;; , тогда подставляя в исход-

ное уравнение, получим:  

     ;0 udxxduuxxdxuxx  
    .0211 2  dxuuxduu  

Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделяя 
переменные, находим: 

 
x

dx

uu

duu





221

1
. 

Интегрируя, получим:  

 
 





x

dx

uu

duu
221

1
, 

 
 





x

dx

uu

uud
2

2

21

21

2

1
, 

Cxuu ln
2

1
ln21ln

2

1 2  , 

  Cхuu  2221 . 

Подставляя вместо и его значения, получим  

Cх
х

у

х

у









 2

2

2

21 , 

Разделяя переменные, делим обе части уравнения на  221 uu  . 

Нужно проверить, не являются ли корни уравнения 021 2  uu  
решениями нашего дифференциального уравнения. Легко видеть, что 

числа 21u действительно являются корнями уравнения. Так как 

x

y
u  , то  xy 21  — решения исходного дифференциального 

уравнения. Можно заметить, что эти решения содержатся в получен-

ном нами равенстве 222 2 Cyxyx   при 0C , поэтому общий 

интеграл уравнения имеет вид 222 2 Cyxyx  . 

Пример 4. Решить однородное уравнение 







 1ln

x

y

x

y
y . 

Решение. Введем вспомогательную функцию u. 
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uxuyuxy
x

y
u  ;; , 

)1(ln  uuuxu , 

uuuuxu  ln , 

uuxu ln . 

Разделяем переменные: 

x

dx

uu

du


ln
. 

Интегрируя, получаем:  

  x

dx

uu

du

ln
, 

Cxu  lnlnln , 

Cxu ln , 
Cxeu  . 

Переходя к функции у, получаем общее решение: .Cxxey   

Пример 5. Решить уравнение 
x

y

х

у
у sin   

Решение. Заданное уравнение является однородным дифференци-

альным уравнением первого порядка. Сделаем замену 
x

y
u  , где и — 

некоторая функция от аргумента x . Тогда 

uxuxuxuyuxy  , . 

Исходное уравнение приобретает вид: 

x

ux

x

ux
uxu sin , 

uuuxu sin , 

ux
dx

du
sin , 

x

dx

u

du


sin
. 

Интегрируем обе части уравнения: 

x

dx

u

du
 

sin
. 

Получим:  

 xC
u

tg ln
2

ln  , 
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xC
u

tg 
2

, 

xC
х

у
tg 

2
, 

 xCarctg
x

y


2
, 

 xCarctgxy  2 . 

arctgxCxy  2  — общее решение уравнения. 

Пример 6. Решить уравнение: 
2

2

1
х

у

х

у
y    

Решение. Заданное уравнение является однородным дифференци-

альным уравнением первого порядка. Сделаем замену 
x

y
u  , где и — 

некоторая функция от аргумента x . Тогда uxuyuxy  , . 

Исходное уравнение приобретает вид: 

2

22

1
x

xu

x

ux
uxu  , 

21 uuuxu  , 

21 ux
dx

du
 , 

x

dx

u

du


 21

. 

Интегрируем обе части уравнения: 

 
 x

dx

u

du

21

.  

Получим: 

 xCu lnarcsin  , 

  xCu lnsin . 

  xC
x

y
lnsin , 

  xCxy lnsin . 

  xCxy lnsin  — общее решение уравнения. 
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Занятие 4. Уравнения, приводящиеся  
к однородным уравнениям 

Кроме уравнений, описанных выше, существует класс уравнений, 

которые с помощью определенных подстановок могут быть приведены 

к однородным. 

Это уравнения вида 














222

111

cybxa

cybxa
fy . 

1 случай. Если определитель ,0
22

11


ba

ba  то переменные могут быть 

разделены подстановкой   11 ; уyхx , где  и  — реше-

ния системы уравнений .
0

0

222

111









cba

cba




 

Пример 1. Решить уравнение .0)12()32(  dxyxdyyx  

Решение. Преобразуем исходное уравнение: 

32

12






yx

yx

dx

dy
. 

Вычислим определитель: 0514
21

12





. Следовательно, 

данное уравнение можно свести к однородному. 

Решаем систему уравнений: 



























5/7

5/1

0342

21

032

012












. 

Применяем подстановку 

1111 ,,5/7,5/1 dхdхdуdууyхx  : 

 
  11

11

11

11

1

1

2

2

3
5

72
5

1

1
5

7
5

12

ух

ух

ух

ух

dх

dу









 . 

Получили однородное уравнение, которое решим с помощью под-

становки 

ux
dx

du

dx

dy
uxy  1

11

1
11 , . 

Имеем: 

12

2

2

2

11

11
1

1 









u

u

uxx

uxх
ux

dx

du
. 
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Разделяем переменные:  

12

)1(2

12

22

12

2 22

1

1 














u

uu

u

uuu
u

u

u
x

dx

du
, 

  1

1

212

12

x

dx
du

uu

u





, 

 





1

1

21

21

2

1

x

dx
dt

uu

u
, 

Cxuu ln
2

1
ln1ln

2

1
1

2  , 

Cxuu lnln21ln 1

2  , 

2

1

2 ln1ln
x

С
uu  , 

2

1

21
x

С
uu  . 

Переходим теперь к первоначальной функции у и переменной х: 

15

75

5/1

5/7
,

1

1
11











x

y

x

y

x

y
uuxy , 

 2
2

5
115

75

15

75
1






















x

С

x

y

x

y , 

Сyxyx 25)75()15)(75()15( 22  , 

Сyyxyxyxx 2549702573552511025 22  , 

55252575252525 22  Сyyxyxx , 

25

55
3 22  Сyyxyxx . 

Пусть 
1

25

55
CС  . Таким образом, 

1

22 3 Cyyxyxx   — 

общий интеграл исходного дифференциального уравнения. 

2 случай. В случае, когда в исходном уравнении вида 















222

111

cybxa

cybxa
fy  определитель ,0

22

11


ba

ba  переменные могут 

быть разделены подстановкой .11 tybxa   
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Пример 2. Решить уравнение 0)133()(2  dxyxdyyx , 

  20 y . 

Решение. Преобразуем исходное уравнение: 

 
yx

yx

dx

dy
dxyxdyyx

22

133
,133)(2




 . 

Находим значение определителя 066
22

33



. 

Применяем подстановку 

1
3

,
3

,
3

,33 
dx

dt

dx

dy
x

t
y

t
yxtyx : 

dx
t

tdt

t

t

dx

dt

t

tt

dx

dt

t

t

dx

dt

t

t

dx

dt

2

3

3
,

2

3

3

,
2

233

3
,1

2

33

3
,

2

33
1

3
















. 

Интегрируем: 

 









 dxdt

t 2

3

3

3
1 , 

Cxtt 
2

3
3ln3 . 

Возвращаемся к первоначальной функции у и переменной х. 

Cxyxyx 
2

3
333ln333 , 

Cxyxyx 
2

1
333ln , 

Cxyxyx 2)1(3ln222  , 

Cyxyx 21ln23ln223  , 

3ln221ln223  Сyxyx  — общий интеграл исходного 

дифференциального уравнения. 

Tаким образом, получили общий интеграл исходного дифференци-

ального уравнения. 

Чтобы найти частное решение, подставим начальные условия: 

3ln22120ln22203  C , 

Получили 3ln2,3ln224  CC . 
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Tаким образом, мы получим частное решение исходного диффе-

ренциального уравнения: 

  3ln23ln221ln223  yxyx , 

41ln223  yxyx . 
 

Задания для самостоятельного решения 

1. Решить однородные дифференциальные уравнения: 

1. 
х

уx
у






2
. 

2. 
yх

уx
у

2


 . 

3. dxyxуdxухd 22  . 

4. 
2

22

2х

уx
у


 . 

5. х

y

xеyуx  . 

6. уyxух  2232 . 

7. 22 yxуух  . 

8. 
ух

уx
у






2
. 

9. 
ху

dу

хy

dx





. 

10. 
yх

уx
у






2

2
. 

11. y
x

y
xtgуx  . 

12. 
yх

уx
у






8

8
. 

13. 0ln 
x

y
yух . 

14. 
x

y

х

у
у sin . 

15. 22 yxуух  . 

16. 0ln2 
x

y
yуx . 
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17. 
x

y
yx

x

y
yx lnln  . 

18. 
x

y
xctgyуx 2 . 

19. 222 yxуух  . 

20. 222 xxyyух  . 

21.   yxyyx 22  . 

22. 
2

2

1
х

у

х

у
у  . 

23.   yxyyx  2 . 

24. 
x

y
xyyx sin3  . 

25. 
x

y
yyyx ln . 

26.   yxyyx 33  . 

27. 
yх

уx
у




 . 

28. 







 1ln

x

y

x

y
y . 

29.     022 2222  dyxxyydxyxyx . Найти интегральную кри-

вую, проходящую через точку (1; 1). 

30. 
x

y

y

x
у  . Найти интегральную кривую, проходящую через 

точку (1; 1). 
 

2. Решить уравнения, сведя их к однородным: 

31.     042  dyyxdxyx . 

32.     01222  dyyxdxyx . 

33.     01212  dyyxdxyx . 

34.     0373737  dyyxdxyx . 

35.     0113582  dyyxdxx . 
 

Ответы 

1.  

1.  0
3

1
2

 xх
х

С
y . 

2. Cyxyx  22 2 . 
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3.  0
2

1

2

2

 x
C

Сx
y . 

4. 
Cx

x
xy




ln

2
. 

5. Cxe x

y

ln


. 

6. 3223 Cxyxy  . 

7. 
42

44

2

1

Cx

Cx
y


 . 

8. Cyx
x

y
arctg ln22ln

2

1

22

1 22  . 

9.   C
x

y
arctgyx  22ln

2

1
. 

10.   Cyx
x

y
arctg  22ln

2

1
2 . 

11. 
x

С
xy arcsin . 

12. 
 

   
C

xyxy

xy






2

1
224

4

. 

13. xC

xC

xey





1

. 

14. arctgxCxy  2 . 

15. xCхy ln2 . 

16. 
)

1
(ln

xC
tg

xey  . 

17. xCxyxyyy lnlnln  . 

18. 
2)(

1
arccos

xC
xy  . 

19. xCхy ln4 . 

20.  xCxtgy ln . 

21.  
 

C

yxxy

xy






22
. 

22.  xCxy lnsin . 
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23.   Cyx
x

y
arctg  22 2ln

2

1

2

2
. 

24. 3)(2 xCxarctgy  . 

25. xCxey  . 

26.   Cyx
x

y
arctg  22 2ln

2

1

2

2
. 

27.   Cyx
x

y
arctg  22ln

2

1
. 

28. Cxxey  . 

29. ухyx  22 . 

30. xxxy  ln2 22 . 
 

2. 

31. Cyxyxyx  842 22 , 

32. Cyxyx  3ln52 , 

33. 1, 2
11

22  CCCyxyxyx ,  

34. 06842 22  yxyxyx , 

35.     Cyxyx 
25

11 , 

Занятие 5. Линейные уравнения 

Определение. Линейным дифференциальным уравнением первого 

порядка называется уравнение вида  

),()( xqyxpy     (1) 

где p(x) и q(x) — заданные функции аргумента х, непрерывные на ин-

тервале (а; b). 

Если правая часть q(x) равна нулю, то такое уравнение называется 

линейным однородным дифференциальным уравнением. 

Если правая часть q(x) не равна нулю, то такое уравнение называет-

ся линейным неоднородным дифференциальным уравнением.  

Рассмотрим два основных метода решения линейных уравнений. 

1. Метод Бернулли 

Решение уравнения ищем в виде uvy  , где    хvхu ,  — неиз-

вестные пока функции. Найдем  

u
dx

dv
v

dx

du

dx

dy
  или uvvuy   

Подставляя в уравнение (1), получим 
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qpuvu
dx

dv
v

dx

du
  

.qpv
dx

dv
uv

dx

du









  

Функцию  хv  выбираем как одно из решений уравнения 

  0 vxp
dx

dv  

в виде  
 

 dxxp
eхv . 

Тогда  хu  находим из уравнения  

 
 xq

dx

du
e

dxxp
 , 

то есть    
 

dxexqCхu
dxxp

 , где С — произвольная постоянная. 

Перемножая  хu и  хv , получим  ху . 

Пример 1. Решить уравнение x
х

у
у  . 

Решение. Будем искать решение уравнения в виде произведения 

двух функций: 

   хvхuy  , тогда uvvuy  . 

Подставим в исходное уравнение: 

xuv
x

uvvu 
1  

xv
x

vuvu 









1 . 

Выберем функцию так, чтобы  

0
1

 v
x

v . 

Решим это уравнение с разделяющимися переменными 

0
1

 v
хdx

dv , 

v
хdx

dv 1
 , 

х

dx

v

dv
 , 

 
х

dx

v

dv , 
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xv lnln  , 

x
v

1
 . 

Функцию u  находим из уравнения 

x
x

u 
1 , 

2x
dx

du
 , 

Cdxxu  
2 , 

C
x

u 
3

3
. 

Тогда 
x

C
x

uvy
1

3

3














 , 

x

Cx
y 

3

2

 — общее решение уравнения. 

Пример 2. Решить уравнение .

1

22 xeaxyyx   

Решение. Сначала приведем данное уравнение к стандартному виду: 

xaey
x

y

1

2

1
 . 

Будем искать решение уравнения в виде произведения двух функций: 

   хvхuy  , тогда uvvuy  . 

Подставим в исходное уравнение: 

xaeuv
x

uvvu

1

2

1
  

xaev
x

vuvu

1

2

1









 . 

Выберем функцию так, чтобы  

0
1
2

 v
x

v . 

Решим это уравнение с разделяющимися переменными 

0
1
2

 v
хdx

dv , 

v
хdx

dv
2

1
 , 
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2х

dx

v

dv
 , 

 
2х

dx

v

dv , 

x
v

1
ln  , 

xev

1

 . 

Функцию u  находим из уравнения 

xx aeeu

11

 , 

a
dx

du
 , 

adxdu  , 

Cdxau   , 

Caxu  . 

Тогда   xeCaxuvy

1

  — общее решение уравнения. 

2. Метод Лагранжа (метод вариации произвольной постоянной). 

Требуется найти решение уравнения )()( xqyxpy  . 

Основная идея этого метода состоит в том, что решение неоднород-

ного линейного уравнения ищем в том же виде, что и общее решение 

однородного дифференциального уравнения, только считаем, что по-

стоянная интегрирования есть функция от х. 

При этом будем использовать следующую теорему о структуре об-

щего решения неоднородного уравнения. 

Теорема. Общее решение линейного неоднородного дифференци-

ального уравнения есть сумма общего решения однородного диффе-

ренциального уравнения и частного решения неоднородного диффе-

ренциального уравнения.  

В качестве примера рассмотрим уравнение из примера 1. 

Пример 3. Решить уравнение x
х

у
у  . 

Решение. Сначала найдем общее решение соответствующего дан-

ному линейного однородного уравнения  

0
х

у
у  

Разделяя переменные, получим 
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х

dx

y

dy
 , 

Интегрируем: 

 
х

dx

y

dy , 

Cxy lnlnln  , 

x

C
y  . 

Общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения будем искать в том же виде, только постоянную С будем 

считать функцией от х:  

 
x

xC
y  .  

Найдем производную 

   
2

11

x
xC

x
xCy  . 

Подставив y  и y  в исходное уравнение, будем иметь: 

      x
x

xC
x

xC
x

xC 
22

111
, 

  x
x

xC 
1 , 

  2xxC  , 

  C
x

xC 
3

3

, где constC  . 

Тогда 
x

Cx

x
C

x
y 















3

1

3

23

 — общее решение уравнения. 

Задание. Сравнить ответы и основные этапы решения уравнения 

двумя рассмотренными способами. 
 

Задания для самостоятельного решения 

1. Решить линейные неоднородные дифференциальные уравнения: 

1. 32
x

х

у
у  . 

2. 2

x

xe
х

у
у  . 

3. xxxyу cossinsin  . 
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4. 
2

11

xх
yу  . 

5. 3xyуx  . 

6. xeyу 2 . 

7. yx
dх

dу
 . 

8. 22 xyxу  . 

9. 0
1

2 


 x
х

у
у . 

10. yxу 5sin2  . 

11.  31
1

2



 xy

xdх

dу
. 

12. xeyу  . 

13. xx
x

y
у cos . 

14. 
2

lncos
sin

2 x
tg

x

y
у  . 

2. Найти частные решения дифференциальных уравнений, удовле-

творяющие указанным начальным условиям: 

15.   11,
23

3
 y

хх

у
у . 

16.   01,
2

1
 yyxуx . 

17.   01,ln  yxyуx . 

18.     01,1  y
dx

dy
yx . 

19. 
22

,cos2 









 yxхyyx . 

20.   20,2  уxy
dх

dу
. 

21.   00,cos 22  ytgxхyxy . 
 

Ответы 

1.  

1. 
2

4

6

1

х

С
хy  . 
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2. 
х

С
e

x
xy

x









 2

8
4 , 

3. 1coscos   xCey x , 

4. xCe
x

y 
1

, 

5. Cx
х

y 
2

3

, 

6. xx Ceey  , 

7. 1 xCey x , 

8. 3

3

1

x

Cey


 , 

9. 
1

4

1

3

1 43






x

xxC

y , 

10. 







 xxCey x cos

5

1
sin

13

55 , 

11. 
 

 2
4

1
2

1



 хC

х
y , 

12.   xeCxy  , 

13.  Cxxy  sin , 

14. 







 Cxx

x
tgy 2sin

4

1

2

1

2
, 

15. 
23

21

хx
y  . 

2. 

16.    ,22,2  xхyxCхy  

17. 
x

xy
x

C
xy

1
1ln,1ln  , 

18.  1 xy , 

19.   xxyСxxy sin,sin  , 

20. 1,1   xeyxCey xx , 

21. tgxCetgxy  1 . 
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Занятие 6. Уравнение Бернулли 

Определение. Уравнение вида  
yxqyxpy )()(  , 

где    хqхp ,  — известные непрерывные на интервале (а; b) функции, 

  — любое действительное число, отличное от 0 и 1, называется 

уравнением Бернулли. 

С помощью подстановки 
1

1 1


 




y
yz  уравнение Бернулли сво-

дится к линейному уравнению. Отсюда  1

1

zy , zzy 


 




1

1

1
. 

Подставим yy ,  в уравнение Бернулли: 










 


11

1

1

1

1
qzpzzz , 

qpzz 
1

1
, 

   qpzz   11  — линейное дифференциальное уравнение. 

Пример 1. Решить уравнение yxyyx 24   

Решение. Разделим обе части уравнения на x: 

yxу
xdx

dy


4
. 

С помощью подстановки zzyzyyz  2,, 2
 уравнение 

Бернулли сводится к линейному уравнению: 

zxz
x

zz  24
2 , 

2

2 x
z

x
z  , 

2

2 x
z

xdx

dz
 . 

Получили линейное неоднородное дифференциальное уравнение. 

Будем искать решение уравнения в виде произведения двух функций: 

   хvхuz  ,  

тогда uvvuz  . 

Подставим в исходное уравнение: 
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2

2 x
uv

x
uvvu  , 

2

2 x
v

x
vuvu 








 . 

Выберем функцию так, чтобы  

0
2

 v
x

v . 

Решим это уравнение с разделяющимися переменными 

0
2

 v
хdx

dv , 

х

dx

v

dv
2 , 

 
х

dx

v

dv
2 , 

xv ln2ln  , 
2lnln хv  , 

2xv  . 

Функцию u  находим из уравнения 

2

2 x
xu  , 

x

dx
du

2
 , 

 
x

dx
du

2

1 , 

C
x

u 
2

ln
, 

Тогда 2

2

ln
xC

x
uvz 








 . 

Произведя обратную подстановку, получаем: 

2

2

ln
xC

x
y 








 , 

4

2

2

ln
xC

x
y 








  — общее решение уравнения. 

Пример 2. Решить уравнение   11,ln2  yxуyуx . 
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Решение. Разделим уравнение на x: xy
x

y
y ln2 . С помощью 

подстановки 
y

z
1

  преобразуем уравнение Бернулли в линейное урав-

нение. Имеем, z
z

y
z

y 
2

1
,

1 . Подставим yy ,  в уравнение Бер-

нулли: 

.ln
111
22

x
zzx

z
z

  

Умножим обе части уравнения на 2z , получим  

xz
x

z ln
1

  — линейное дифференциальное уравнение. 

Будем искать решение уравнения в виде произведения двух функций: 

   хvхuz  , тогда uvvuz  . Подставим в исходное уравнение: 

xuv
x

uvvu ln
1

 , 

.ln
1

xv
x

vuvu 







  

Выберем функцию так, чтобы  

0
1

 v
x

v . 

Решим это уравнение с разделяющимися переменными 

0
1

 v
хdx

dv
, 

х

dx

v

dv
 , 

 
х

dx

v

dv , 

xv lnln  , 

xv  . 

Функцию u  находим из уравнения 

xxu ln , 

x

x

dx

du ln
 , 
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dx
x

x
du  

ln
. 

Вычислим интеграл dx
x

x


ln
 с помощью замены переменной. 

Применим подстановку xt ln . Тогда 
x

dx
dt  . Имеем: 

C
x

C
t

tdtdx
x

x
  2

ln

2

ln 22

. 

Таким образом, получаем: 

C
x

u 
2

ln 2

. 

Тогда xC
x

uvz 














2

ln2

. 

Произведя обратную подстановку, получаем: 














 C

x
x

y 2

ln1 2

. 

Таким образом, 


















C
x

x

y

2

ln

1
2

 — общее решение исходного 

уравнения. 

Подставим начальные условия: 

1

2

1ln
1

1
1

2

















 С

C

. 

Итак, 


















1
2

ln

1
2 x

x

y
 — частное решение исходного уравнения. 

 

Задания для самостоятельного решения 

1. Решить уравнение Бернулли: 

1. 
х

у
xeуy x

2

2
2  . 

2. 
x

y
yxу

224  . 
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3. xyyуx ln2 . 

4. 02 2  xeyyу . 

5. 
x

y

y

x
у 

3
2 . 

6. xyytgxу cos2 . 

7. yxyуx 24  . 

8.  223 yxyуx  . 

9. 
1

3

3

2




yx

x
у . 

10. 05  yxуx . 

11. 0cos2   xeyyу x . 

2. Найти частные решения дифференциальных уравнений, удовле-
творяющие указанным начальным условиям: 

12.     10,1
1

2 213



  yyex

х

у
у x . 

13.   11,
2

 yy
x

y
уx . 

14.     00,21 2  yxxyxу . 

15.   22,013 322  yyxyy . 

16. 1
4

1
,322 








 yxyyуx . 

 

Ответы 

1.  

1.   xeCxy 222  . 

2. 
25

3

Cxх
y


 . 

3. 
1ln

1




Cxx
y . 

4. 
x

x

Ce

e
y

31

3


 . 

5. 
5

2

4

4

51








 Cx

x
y . 
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6. 
 Cxx

y



cos

1
. 

7. 
4

ln24 Cxx
y  . 

8. 
2

2
2

ln 


Cx

x
y . 

9.  2
1

2 yCeyx  . 

10. 
4

5 x
Cxy  . 

11.    xCxxyarctgyy 1ln35106ln
2

1 2  . 

2. 

12.      1112
111


 xx exexy . 

13. 212 2  xy . 

14. x
x

y
ln1sin  . 

15. 







 3

3

7
1 2

3
3 3 xxy . 

16. 24
4

14 x
y

x
 . 

Занятие 7. Уравнения в полных дифференциалах 

Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка вида:  

0),(),(  dyyxQdxyxP    (1) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если левая часть 

этого уравнения представляет собой полный дифференциал некоторой 

функции ),( yxF . 

Пусть функции ),( yxP  и ),( yxQ  имеют непрерывные частные 

производные 
y

P



  и 
x

Q



  в некоторой области D. 

Для того чтобы выражение dyyxQdxyxP ),(),(   было полным 

дифференциалом функции ),( yxF  необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялось условие: 
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x

Q

y

P








     (2) 

Тогда уравнение (1) можно представить в виде   0, yxdF . 

Следовательно,   CyxF ,  — общее решение уравнения (1). 

Чтобы найти общее решение уравнения в полных дифференциалах, 

нужно найти функцию ),( yxF  по известным функциям ),( yxP   

и ),( yxQ . 

Пусть условие (2) выполняется, тогда, интегрируя уравнение (1), 

найдем общий интеграл по формулам: 

     

x

x

y

y

CdyyxQdxyxP

0 0

,, 0   (3) 

или 

     

x

x

y

y

CdyyxQdxyxP

0 0

,, 0   (4), 

где  00 , уx  — произвольная точка области D. 

Пример 1. Решить уравнение 0)3()1( 2  dyyxdxyx . 

Решение. Проверим условие 
x

yxQ

y

yxP








 ),(),(
. 

Имеем     3,,1, 2  yxyxQyxyxP . 

Отсюда находим: 

1
),(






y

yxP
, 1

),(






x

yxQ . 

Условие выполняется, следовательно, исходное дифференциальное 

уравнение является уравнением в полных дифференциалах. 

Общее решение найдем по формуле (4), выбирая    1,0, 00 уx : 

     

x y

Cdyyxdxx

0 1

2 32 , 

Cxy
y

xyx
x

 3
3

1
3

3
2

2

32

, 

1

32

3
32

Cy
y

xyx
x

 . 
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Таким образом, 
1

32

3
32

Cy
y

xyx
x

  — общий интеграл дан-

ного уравнения. 

Для решения уравнений в полных дифференциалах можно исполь-

зовать более удобный способ, без применения формул (3) и (4). 

Функцию ),( yxF  найдем по функциям ),( yxP  и ),( yxQ : 

   yxQ
y

F
yxP

x

F
QdyPdxdF ,,, 









 . 

Интегрируя первое равенство, получим 

   ydxyxPyxF   ,),( , 

где )(y  — произвольная функция аргумента у. 

Из второго равенства имеем 

    ydxyxP
y

yxQ 



  ,),( . 

Отсюда находим функцию )(y , а следовательно, и функцию 

),( yxF . 

Пример 2. Решить уравнение 0)15()103( 22  dyxdxxyx . 

Решение. Проверим условие 
x

yxQ

y

yxP








 ),(),(
: 

x
y

xyx

y

yxP
10

)103(),( 2










, 

 
x

x

x

x

yxQ
10

15),( 2










. 

Условие выполняется, следовательно, исходное дифференциальное 

уравнение является уравнением в полных дифференциалах. 

Определим функцию ),( yxF : 

  xyxyxP
x

F
103, 2 



 , 

 yyxxdxxyxdхyxPyxF  
232 5)103(),(),( . 

Продифференцируем это равенство по у: 

 yx
y

F




 25 . 

С другой стороны, имеем: 

  15, 2 



xyxQ

y

F
. 
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Следовательно,   155 22  xyx  .  

Отсюда        11,1 Cydyyy  . 

Таким образом,   1
23 5, CyyxxyxF  . 

Общий интеграл исходного дифференциального уравнения имеет вид: 

Cyyxx  23 5 . 
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Задания для самостоятельного решения 

1. 0)2()( 2  dyуxdxyx . 

2.     .01212  dyxydxyx  

3. 0)4()3( 2  dyxydxxy . 

4. 0)2(3)23(2 2232  dyyyxdxxxy . 

5. 
34

2

2

2
)

31
(

x

ydy
dx

x

y

x
 . 

6. 
 

0
2

22






yx

dxydyx
. 

7. 
22 yx

xdyydx
ydyxdx




 . 

8. 0)3()3( 3232  dyyyxdxxxy . 

9. 0)1()1(  dy
y

x
edxe y

x

y

x

. 

10. 0
2

1
2

2















 dy

x

y
dx

x

y
. 

11. 21)( yydxxdyydy  . 

12. 0)2sin(sin)2cos( 22  dyyxyaxdxxyxy . 

13. 0ln1  xdyxdxyx yy . 

14. 
 

 
0

2

2






yx

xdxdyyx
. 

15. 011 2222 
















 dxyxxydyyx . 

16. 0)46()63( 3222  dyyyxdxxyx . 

17. 0
111

22222







































 dy

yx

y

y

x

y
dx

yx

x

yx
. 

18. 0)3cos
2

3
()1sin3( 2  dyyxdxyx . 

19. 0cos)cos(sin 2  xydyxdxxyxyxy . 

20. 0)cos()sin(  dyyxxedxyye yx . 
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Ответы 

1. Cyxy
x

 2
3

3
. 

2. Cyxyxyx  22 . 

3. Cxxyy  322 . 

4. Cyyxx  3224 3 . 

5. 322 Cxyx  . 

6. C
yx

xy



. 

7. C
y

x
arctgyx  222

. 

8. C
yyxx


42

3

4

4224

. 

9. Cyex y

x

 . 

10. C
x

y
x 

2

. 

11. Cyxy  21 . 

12. Cyayxxy  cossin 22 . 

13. Cx y  . 

14.   C
yx

x
yx 


ln . 

15.   C
y

yxx 
23

1 2

2

3
22 . 

16. 63 4223  yyxx . 

17. Cy
y

x
xyx  lnln22 . 

18. Cyxyx  3sin
2

3 2 . 

19. Cxyx sin . 

20. Ceyxyxe yx  sin . 
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Занятие 8. Интегрирующий множитель 

Пусть левая часть дифференциального уравнения первого порядка  

0),(),(  dyyxQdxyxP   (1) 

не является полным дифференциалом. Иногда удается найти такую 

функцию  yx, , после умножения на которую левая часть уравнения 

(1) становится полным дифференциалом. Функция  yx,  называется 

интегрирующим множителем уравнения (1). 

Заметим, что общее решение уравнения, полученного после умно-

жения на  yx, , совпадает с общим решением исходного уравнения.  

Интегрирующим множителем уравнения (1) является всякая функ-

ция  yx, , удовлетворяющая уравнению 

   
y

P

x

Q

x
Q

y
P


















  lnln
.  (2) 

В общем случае нахождение интегрирующего множителя для урав-

нения (1) является сложной задачей. Поэтому рассмотрим частные 

случаи, когда уравнение (1) имеет интегрирующий множитель, зави-

сящий только от x или только от y. 

Если выражение  

 
xQ

x

Q

y

P















ln    (3) 

не зависит от у, а зависит только от х, то можно найти интегрирующий 

множитель, зависящий только от х. 

Если выражение  

 
yP

y

P

x

Q















ln
   (4) 

не зависит от х, а зависит только от у, то можно найти интегрирующий 

множитель, зависящий только от у. 

Пример 1. Решить уравнение   xdydxyxy 2   

Решение. Перепишем уравнение в виде 

  02  xdydxyxy , 

тогда  
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xyxQyxyyxP  ),(,),( 2 , 
x

Q

y

P

x

Q
xy

y

P



















,1,12 , то 

есть данное уравнение не является уравнением в полных дифференци-

алах. 

Проверим, не имеет ли это уравнение интегрирующий множитель, 

зависящий только от одной из переменных. 

Заметим, что  
  yxyу

xy

yxy

xy

P

y

P

x

Q

2

1

12121
2





















, тогда урав-

нение (1) имеет интегрирующий множитель, зависящий только от у.  

Найдем этот множитель  

 
y

уy
ln2ln

2ln











, 

тогда  
2

1

y
y  . 

Умножив все члены уравнения на полученный интегрирующий 

множитель, имеем уравнение: 

0
1

2









 dy

y

x
dx

y
x . 

Легко проверить, что полученное уравнение является уравнением в 

полных дифференциалах. Решим это уравнение. 

Найдем такую функцию  yxF , , для которой левая часть диффе-

ренциального уравнения будет полным дифференциалом, тогда 

y
x

x

F 1




 . 

Интегрируя по х, получим 

    







 y

y

xx
dx

y
xyxF 

2

1
,

2

. 

Чтобы найти  y , используем условие 

2y

x

y

F




 . 

С другой стороны, 

 y
y

x

y

F





2

. 

Сравнивая два последних выражения, получим: 
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 
22 y

x
y

y

x
  . 

Следовательно,   0 y . Тогда   1Cy  . 

Окончательно получаем 

  1

2

2
, C

y

xx
yxF  . 

Таким образом, общее решение уравнения имеет вид: 

C
y

xx


2

2

 или 
Cx

x
y

2

2
2 

 . 

Пример 2. Решить уравнение   02sinsin22  ydyxdxyx . 

Решение. Пусть yxyxQyxyxP 2sin),(,sin),( 22  . Тогда  

x

Q

y

P
y

x

Q
yyy

y

P



















,2sin,2sincossin2 . 

Следовательно, данное уравнение не является уравнением в полных 

дифференциалах. 

Проверим, не имеет ли это уравнение интегрирующий множитель, 

зависящий только от одной из переменных. 

Выражение 
xyx

y

yx

yy

Q

x

Q

y

P

2

2sin

2sin2

2sin

2sin2sin

















, значит 

интегрирующий множитель, зависящий только от х, найдем из диффе-

ренциального уравнения 

 
 

2

1
ln2ln

2ln

x
xx

xx











. 

Умножим исходное уравнение на полученный интегрирующий 

множитель: 

0
2sinsin

1
2

2















 dy

x

y
dx

x

y
. 

Это уравнение является уравнением в полных дифференциалах. 

Можно решить его вышеизложенным методом. Но, если представить 

его в виде  

0
sin2sin

2

2





x

dxydyyx
dx , 

то левая часть этого уравнения есть полный дифференциал 
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0
sin 2

















x

y
xd . 

Откуда  

С
x

y
x 

2sin
 — общее решение уравнения. 

Пример 3. Решить уравнение     01 22  dyxyxdxyx . 

Решение. Имеем  xyxyxQyxyxP  22 ),(,1),( , следова-

тельно, 
x

Q

y

P
xxy

x

Q
x

y

P



















,32, 22 , то есть данное урав-

нение не является уравнением в полных дифференциалах. 

Проверим, не имеет ли это уравнение интегрирующий множитель, 

зависящий только от одной из переменных. 

Заметим, что  

   

 

  xxyx

yxx

xyx

xyx

xyx

xxyx

Q

x

Q

y

P

222232
22

2

2

22


























, 

тогда уравнение имеет интегрирующий множитель, зависящий только 

от х.  

Найдем этот множитель  

 
x

xx
ln2ln

2ln











, 

тогда  
2

1

x
y  . 

Умножив все члены уравнения на полученный интегрирующий 

множитель, получаем уравнение: 

  0
1
2









 dyxydxy

x
. 

Легко проверить, что полученное уравнение является уравнением в 

полных дифференциалах: 

x

Q

y

P

x

Q

y

P



















,1,1 . 

Решим это уравнение: найдем такую функцию  yxF , , для которой 

левая часть дифференциального уравнения будет полным дифференци-

алом, тогда 

y
xx

F





2

1
. 
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Интегрируя по х, получим 

    







 yyx

x
dxy

x
yxF 

11
,

2
. 

Чтобы найти  y , используем условие 

xy
y

F




 . 

С другой стороны, 

 yx
y

F





. 

Сравнивая два последних выражения, получим: 

  xyyx   . 

Следовательно,   yy  , тогда   1

2

2
C

y
y  . 

Окончательно получаем 

  1

2

2

1
, C

y
xy

x
yxF   

Таким образом, общее решение уравнения имеет вид: 

C
y

xy
x


2

1 2

. 

 

Задания для самостоятельного решения 

Решить дифференциальные уравнения: 

1.   0
3

2 22
3

2 













 dуухdх

y
уxхy . 

2.   0coscos3sin 2  уухyyх . 

3.  dуухydх ln122  . 

4.   0222  ухdydхух . 

5.   032 22  dухухydх . 

6.   0ln3  dуxy
x

ydх
. 

7.   022  ухdydхух . 

8.   01  хdydхxуy . 

9.     01 232  dyхуdхухy . 

10.   02222  уdydхxу . 

11.   012  dyухdху . 
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12.     02 223  dуухxdхxyy . 

13.     01 222  dуухxdхуx . 
 

Ответы 

1. C
y

хyex 















3

2
2

. 

2. Cxxtgy  3 . 

3. C
y

xу


 22ln
. 

4. C
x

y
x 

2

. 

5. C
уy

x


1

3

2

. 

6. C
y

y

x


2

ln 2

. 

7. C
x

y
x 

2

ln . 

8. C
x

y

x


2

2

. 

9. 0222 22  Cyxyyx . 

10. Cxeye xx  22 . 

11. Cyxy  ln . 

12. Cyxyx  3323 . 

13. C
x

yxy 
22 . 

Занятие 9. Определение типа дифференциальных уравнений 
первого порядка и их решение 

Для решения дифференциального уравнения первого порядка сна-

чала надо определить тип, к которому оно относится. Необходимо раз-

решить его относительно первой производной, то есть привести его  

к виду ),( yxfy  , и по виду правой части определить тип уравнения. 

В некоторых случаях удобно приводить дифференциальное уравне-

ние к виду: 
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0),(),(  dyyxQdxyxP , 

чтобы проверить, не является ли это уравнение однородным (если 

),( yxP  и ),( yxQ  — однородные функции одного порядка) или урав-

нением в полных дифференциалах (если выполняется условие 

x

Q

y

P








 ).  

Пример 1. Найти общее решение уравнения xyx 3cos3sin2  . 

Решение. Имеем дифференциальное уравнение первого порядка. 

Разрешим его относительно первой производной y . Для этого разде-

лим обе части на x3sin2 . Заметим, что 03sin2 x , так как x3sin   

и x3cos  одновременно в нуль не обращаются. Уравнение примет вид: 

x

x
y

3sin

3cos
2

 . 

Так как правая часть этого уравнения зависит только от х, то оно 

относится к виду )(xfy  . Это простейшее уравнение решается ин-

тегрированием: 

 dx
x

x
y

3sin

3cos
2

; 

 


x

xd
y

3sin

3sin

3

1
2

; 

Таким образом, C
x

y 
3sin3

1
 — общее решение уравнения. 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение 

    024  dyxydxyx . 

Решение. Это уравнение не является дифференциальным уравнени-

ем с разделяющимися переменными. Коэффициенты yxyxP  4),(  

и xyyxQ  2),(  — являются однородными функциями первого по-

рядка. Следовательно, данное дифференциальное уравнение является 

однородным. Но это уравнение является также уравнением в полных 

дифференциалах, так как 1,1 









x

Q

y

P , т. е. 
x

Q

y

P








 . 

Решим его как уравнение в полных дифференциалах с помощью 

формулы 

     

x y

Cdyydxyx

0 0

024 ; 
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Откуда имеем общее решение: 

Cyxyx  222 . 

Пример 3. Решить дифференциальное уравнение 0
2 2  xy
x

y
y . 

Решение. Заметим, что это уравнение не относится ни к дифферен-

циальным уравнениям с разделяющимися переменными, ни к однород-

ным, ни к линейным. Запишем его в виде 

22
xyy

x
y  . 

Это уравнение Бернулли )2(  . Выше показано, что с помощью 

подстановки 1211

1

1 


 yyy

y
z 


 уравнение Бернулли сводит-

ся к линейному дифференциальному уравнению. Но можно это урав-

нение решить непосредственно с помощью подстановки uvy  . Тогда 

u
dx

dv
v

dx

du

dx

dy
  или uvvuy  . 

Подставляя в уравнение, получим 

  xuvuv
x

uvvu
22

  

  xuvv
x

vuvu
22









 . 

Выберем функцию так, чтобы  

0
2

 v
x

v . 

Решим это уравнение с разделяющимися переменными 

0
2

 v
хdx

dv
, 

v
хdx

dv 2
 , 

х

dx

v

dv
2 , 

 
х

dx

v

dv
2 , 

xv ln2ln  , 

2

1

x
v  . 

Подставляя в последнее уравнение, находим: 
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  xuvvu
2

 , 

x
x

u
x

u

2

2

2

2

11








 , 

x
x

u
dx

du
2

2 1
 , 

x

dx

u

du


2
, 

 
x

dx

u

du
2

, 

Cx
u

lnln
1

 , 

xC
u

ln
1
 , 

xC
u

ln

1
 . 

Отсюда имеем 
xCx

uvy
ln

1
2

 . 

 

Задания для самостоятельного решения 

Определить тип дифференциальных уравнений первого порядка  

и решить их: 

1.     022  dyyxdxyx . 

2.   xdyydxxy  2ln . 

3. 21 xyyx  . 

4.  
2

1
1,2  yyyyx . 

5.       10,022  ydyyyxdxxxy . 

6.   11  yxyyx . 

7.    xy
dx

dy
yx  . 

8. xxyyx cos2 . 
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9. 22 yyxyyx  . 

10.   yyxy 3 . 

11.   03 2  dyxdxy . 

12. 
y

x
y

1
 . 

Ответы 

1. Cyxyx  22

3

1
. 

2.   11ln  xCxy . 

3.  222 ln Cxyx  . 

4.   11 Cxy . 

5. 
2

2

1

2
1

x
y


 . 

6.     Cyx 
22

11 . 

7.   Cyx
x

y
arctg  22ln

2

1
. 

8. xxCxy sin . 

9. 0,  yСey x

y

. 

10. Cxyy  44 . 

11. xСey

1

3  . 

12. Cxxy  222 . 

Занятие 10. Задачи, приводящие к дифференциальным 
уравнениям первого порядка 

Составление дифференциальной модели реального эволюционного 

процесса состоит из следующих этапов: 

1) составление дифференциального уравнения; 

2) решение полученного уравнения; 

3) исследование решения. 

Таким образом, получаем определенную функциональную характе-

ристику изучаемого процесса. Для построения математической модели 

требуется достаточно полная информация о течении этого процесса. 
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При решении геометрических задач пользуемся геометрическим смыс-

лом производной (тангенс угла наклона касательной); при решении 

физических задач учитываем физический смысл производной (ско-

рость протекания процесса) или используем известные физические 

законы и т. п. 

Задача 1 (о распаде радия). Известно, что скорость распада радия 

пропорциональна его количеству. Требуется найти зависимость коли-

чества радия от времени t, если известно его первоначальное количе-

ство m0 и период полураспада T. 

Решение. Пусть m(t) — функция, описывающая количество радия  

в момент времени t. Скорость распада радия 
dt

dm  является отрицатель-

ной, так как m(t) — убывающая функция. 

Из условия задачи известно, что скорость распада радия пропорци-

ональна его количеству, поэтому получим уравнение 

km
dt

dm
 , 

где k > 0 — коэффициент пропорциональности. 

Мы получили дифференциальное уравнение первого порядка с раз-

деляющимися переменными. Разделяя переменные и интегрируя, 

находим общее решение 

kdt
m

dm
 , 

  dtk
m

dm , 

Cktm lnln  , 
kteCm   — общее решение дифференциального уравнения. 

Найдем постоянные С и k Для определения С воспользуемся 

начальным условием 

  00 mm  . 

Подставляя в общее решение, получим С = т0. Следовательно, 
kteтm  0

. 

Для определения k воспользуемся дополнительным условием 

  0
2

1
, mTmTt  . 

Подставим в последнее равенство 

ktemm  00
2

1 , 
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2

1
kte , 

2

1
ln kT , 

2ln
1

T
k  . 

В итоге получим 
t

Teтm

2ln

0



  — закон зависимости количества 

радия т от времени t. 

Задача 2 (о законе движения некоторых типов парашютов). 

С некоторой высоты сброшено тело массой т. Найти закон измене-

ния скорости v падения этого тела, если на него, кроме силы тяжести, 

действует сила сопротивления воздуха, пропорциональная скорости. 

Решение. Применим второй закон Ньютона 

maF   или 
dt

dv
mF  , 

где F — сила, действующая на тело в направлении движения, 
dt

dv
а   — 

ускорение тела. Сила F есть сумма двух сил: силы тяжести mg и силы 

сопротивления воздуха kv (сила направлена в сторону, противополож-

ную движению тела). 

В итоге получим уравнение: 

kvmg
dt

dv
m  . 

Получили дифференциальное уравнение первого порядка относи-

тельно неизвестной функции v(t), которое часто называют уравнением 

движения некоторых типов парашютов. 

Это уравнение является линейным дифференциальным уравнением. 

Решим его методом Бернулли. Перепишем уравнение в виде: 

mgkv
dt

dv
m  , 

gv
m

k

dt

dv
 . 

Пусть    tqtpv  , где  tp  и  tq  — неизвестные пока функции 

аргумента t. 

Найдем производную 

p
dt

dq
q

dt

dp

dt

dv
 , 
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Подставим в уравнение 

gpq
m

k
p

dt

dq
q

dt

dp
 ; 

gq
m

k

dt

dq
pq

dt

dp









 ; 

Найдем q такую, чтобы 

0 q
m

k

dt

dq
. 

Решим это уравнение с разделяющимися переменными: 

dt
m

k

q

dq
 ; 

  dt
m

k

q

dq ; 

t
m

k
q ln ; 

t
m

k

eq


 . 

Учитывая вид функции q, найдем р: 

ge
dt

dp t
m

k




; 

t
m

k

ge
dt

dp
 ; 

Ce
k

mg
dtegp

t
m

k
t

m

k

  , 

где С — произвольная постоянная. В итоге получим общее решение 

нашего уравнения: 

 
k

mg
Cetv

t
m

k




. 

Чтобы найти искомую зависимость v от t, надо выделить частное 

решение, удовлетворяющее начальным условиям 

  00,0 vvt  ,  

где v0  — начальная скорость тела. 

Подставляя 0t в формулу для общего решения, получим 

k

mg
vC  0

. 
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Искомая зависимость v от t имеет вид: 

 
k

mg
e

k

mg
vtv m

kt













0
. 

Из этой формулы видно, что при достаточно больших t скорость 

движения тела v мало зависит от начальной скорости v0. 

Задача 3. Лодка под действием сопротивления воды, которое про-

порционально скорости лодки, замедляет свое движение от начальной 

скорости, равной 3м/с, до скорости, равной 1 м/с, за 6 с. Через сколько 

секунд скорость лодки будет равна 1/9 м/с
2
. Какой путь пройдет лодка 

до остановки? 

Решение. Пусть  tvv   — скорость лодки в момент времени t. По 

условию задачи, сила, действующая на лодку, пропорциональна скоро-

сти лодки и препятствует движению. Поэтому, согласно второму зако-

ну Ньютона, получим уравнение  

kv
dt

dv
m  ,  

где т — масса лодки, k > 0 — коэффициент пропорциональности.  

Это уравнение является дифференциальным уравнением первого 

порядка с разделяющимися переменными. Разделяя переменные и ин-

тегрируя, находим общее решение этого уравнения: 

t
m

k

Cev


 . 

Используя начальное условие v(0) = 3, найдем С = 3, тогда 

t
m

k

ev


 3 . Воспользуемся дополнительным условием задачи v(6) = 1: 

13 
 t

m

k

e , 

3

1


 t
m

k

e , 

6

3ln


m

k . 

Скорость лодки определяется формулой  

    6
1

663ln6

3ln

33333

tttt

eetv


 . 

Найдем время T, через которое скорость лодки будет равна 1/9 м/с, 

из уравнения  

6
1

3
9

1
T



 , 
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6
1

2 33

T


  , 

2
6

1 
T , 

cT 18 . 

Путь, пройденный лодкой до остановки, вычислим по формуле 

   
































 66
1

0

6
1

0

6
1

0

31
3ln

18
33

3ln

6
3

3ln

6
3

tt
t

xt xt

dxdxxvtS . 

Из этого равенства следует, что лодка может пройти путь, не боль-

ший 4,16
3ln

18
 . 

Задача 4. Скорость охлаждения какого-либо тела в воздухе пропор-

циональна разности между температурой тела и температурой воздуха. 

При температуре воздуха, равной 20 °С, тело в течение 20 мин охла-

ждается с 100 °С
 
до 60 °С. Через какое время температура тела пони-

зится до 30 °С? 

Решение. Используя закон Ньютона, составим дифференциальное 

уравнение 

 20 Tk
dt

dT , 

где T(t) — температура тела в момент времени t, k — коэффициент 

пропорциональности.  

Решим это уравнение: 

 
dtk

T

dT


 20
, 

   


dtk
T

dT

20
, 

кtСеT  20 , 

20 кtСеT . 

Используя дополнительные условия     6020,1000  TT , получим 


















































20

1
202020

2

1

80

2

1
80

8040

80

2060

20100
kkkk e

C

e

C

e

C

eC

C . 

Отсюда имеем 

20

2

1
8020

t

T 







 . 
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Полагая 30T , получим 

20

2

1
802030

t









 , 

10
2

1
80

20









t

, 

3
20

2

1

8

1

2

1

















t

, 

3
20


t , 

минt 60 . 

Задача 5. Кривая  xfy   проходит через точку М0(2; 3). Каждая 

касательная к этой кривой пересекает прямую 2y  в точке с абсцис-

сой, равной удвоенной абсциссе точки касания. Найти кривую 

 xfy  . 

Решение. Пусть М(х; у) произвольная точка на искомой кривой. 

Уравнение касательной к этой кривой в точке М имеет вид: 

  хХxуyY  , 
где Х, Y — текущие координаты точек касательной. 

Из условия задачи известно, что касательная пересекает прямую 

2y  в точке с абсциссой 2х, тогда уравнение касательной примет вид: 

 ххуy  22 , 

хуy 2 . 

Получили дифференциальное уравнение с разделяющимися пере-

менными 

у
dx

dy
х  2 . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим 

x

dx

y

dy


2
, 

 
 x

dx

y

dy

2
, 

Cxy lnln2ln  , 

x

C
y  2  — общее решение уравнения. 
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Так как искомая кривая проходит через точку М0(2; 3), то С = 2. То-

гда искомая кривая имеет вид 

x
y

2
2   — гипербола. 

 

Задания для самостоятельного решения 

1. Найти кривую, проходящую через очку М0(0; –2) так, чтобы уг-

ловой коэффициент касательной в любой ее точке равнялся ординате 

этой точки, увеличенной на 3. 

2. Найти кривую, проходящую через точку М0(1; 1) так, чтобы уг-

ловой коэффициент касательной в любой ее точке был пропорциона-

лен квадрату ординаты этой точки. 

3. Найти кривую, для которой угловой коэффициент касательной  

в любой ее точке в 3 раза больше углового коэффициента прямой, со-

единяющей ту же точку с началом координат.  

4. Определить кривую, для которой отрезок, отсекаемый на оси 

ординат нормалью, проведенной в произвольной точке кривой, равен 

расстоянию этой точки от начала координат. 

5. Найти уравнение кривой, проходящей через точку М(1; 2) и об-

ладающей тем свойством, что отрезок любой ее касательной, заклю-

ченный между осями координат, делится в точке касания в отношении 

2:3, считая от оси координат. 

6. Найти кривую, проходящую через точку А(2; 4) зная, абсцисса 

точки пересечения касательной в произвольной точке кривой с осью 

Ох равна удвоенной абсциссе точки касания. 

7. Найти время, за которое вода, заполняющая полусферическую 

чашу радиуса 1 м, вытечет через круглое отверстие в дне чаши радиу-

сом 0,1 м. 

8. Пуля, летящая со скоростью 200 м/с, пробивает доску, толщиной 

40 см и вылетает с другой стороны доски со скоростью 80 м/с. За какое 

время пуля пробила доску, если сопротивление доски движению пули 

пропорционально скорости доски? 

9. Экспериментально установлено, что скорость размножения бак-

терий пропорциональна их количеству. За какое время количество бак-

терий увеличится в 100 раз по сравнению с их начальным количеством? 

10. Из эксперимента известно, что скорость радиоактивного распада 

пропорциональна количеству вещества. Доказать, что период полурас-

пада вещества не зависит от его начального количества. 
 

Ответы 

1. 3 xey . 

2.   011  yyxk . 



63 

3. 3Cxy  . 

4.   












 222 2 yx

y

x
yУравнениеCyCx . 

5.  3

2

2


 xy , 

6. 
x

y
8

 . 

7. с2,35 . 

8. c
2

5
ln2 . 

9. 
k

T
100ln

 . 

10. 
k

T
2ln

 . 

2. Дифференциальные уравнения высших порядков 

Занятие 1. Уравнения, допускающие понижение порядка 

Рассмотрим общий вид уравнения п-го порядка 
  0),...,,,,(  nyyyyxF , 

где х — независимая переменная, y — искомая функция. 

При интегрировании дифференциальных уравнений п-го порядка 

иногда удается получить уравнение более низкого порядка, эквива-

лентное исходному. Оба уравнения будут иметь одни и те же решения, 

но уравнение более низкого порядка должно содержать уже некоторое 

число произвольных постоянных. Такие уравнения более низкого по-

рядка часто называют промежуточными интегралами. 

Рассмотрим некоторые типы дифференциальных уравнений, допус-

кающих понижение порядка, то есть уравнения, для которых суще-

ствуют промежуточные интегралы. 

1. Уравнение содержит только производную п-го порядка искомой 

функции и независимую переменную: 
  )(xfy n  .   (1) 

Интегрируя последовательно, получим общее решение уравнения 

(1) в виде  

  nn
nn CxCxCxCdxxfdxdxy  


   1
2

2
1

1 ...... . 

Пример. Решить уравнение xy sin . 
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Решение. Интегрируя трижды исходное уравнение, получим 

  xdxdxy sin , 

1cos Cxy  , 

    dxCxdxy 1cos , 

21sin CxCxy  , 

   dxCxCxdxy 21sin , 

32

2

1
2

cos CxC
x

Cxy   — общее решение уравнения. 

2. Дифференциальное уравнение не содержит искомой функции  

и ее производных до (k – 1)-го порядка включительно, то есть уравне-

ние имеет вид: 
      0),...,,,( 1kk  nyyyxF  

(2) 

Порядок уравнения может быть понижен до (n – k)-того порядка  

с помощью подстановки 
  py k  . 

Подставим в уравнение (2): 
  0),...,,,,(  knppppxF . 

Если удается найти общее решение этого уравнения (n – k)-того по-

рядка, содержащее (n–k) произвольных постоянных 

),...,,,( 21 knCCCxp  , 

то, используя подстановку    xpppy k  , , получим уравнение вида 

  ),...,,,( 21 kn
k CCCxy   

и задача сводится к первому случаю. 

  nn
nn CxCxCxCdxxfdxdxy  


   1
2

2
1

1 ...... . 

Пример. Решить уравнение   0
1

 y
x

y IV . 

Решение. Дифференциальное уравнение относится к виду (2), по-

этому используем подстановку py  : 

0
1

 p
xdx

dp . 

Разделяя переменные и интегрируя, получим: 

x

dx

p

dp
 , 
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 
x

dx

p

dp , 

хСр lnlnln 1  , 

х
С

p


1

, 

хСp 1 . 

Первый промежуточный интеграл имеет вид: 

хСy 1 . 

Интегрируя три раза, имеем: 

2

2

1
2

С
х

Cy  , 

32

3

1
6

СхС
х

Cy  , 

  43

2

2

4

1
224

СхС
х

С
х

Cхy   — общее решение уравнения. 

3. Дифференциальное уравнение не содержит независимой пере-

менной, то есть имеет вид: 
  0),...,,,(  nyyyyF   

(3) 

Порядок дифференциального уравнения можно понизить с помо-

щью подстановки 

py  , 

где p — новая неизвестная функция переменной y. 

Выразим производные функции y по переменной x через p и произ-

водные функции p по переменной y: 

py  , 

dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

dy

dx

d

dx

yd
y 










2

2

, 


























































2

2

2

2

3

3

dy

pd
p

dy

dp
p

dx

dy

dy

dy

dp
pd

dx

dp

dy

dp
p

dx

d

dx

yd

dx

d

dx

yd
y

и т. д. 

Отсюда видно, что все производные от y по переменной x выража-

ются через производные от p по переменной y порядков на единицу 

меньших, поэтому данная подстановка снижает порядок дифференци-

ального уравнения на единицу. 
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Пример. Решить уравнение   0
2
 yyy . 

Решение. Дифференциальное уравнение не содержит переменную x, 

поэтому относится к виду (3). Используем подстановку: 

py  , где  ypp  , 
dy

dp
py  . 

Получили уравнение первого порядка с разделяющимися перемен-

ными: 

02  p
dy

dp
yp , 

0







 p

dy

dp
yp . 

Отсюда находим p: 

Cyyp  ,0,0  

или  

0 p
dy

dp
y , 

y

p

dy

dp
 , 

y

dy

p

dp
 , 

 
y

dy

p

dp
, 

yCp 1 . 

Возвращаемся к замене: 

yC
dx

dy
1 , 

dxC
y

dy
1 , 

  dxC
y

dy
1

, 

21 lnln CxCy  , 

xCCy 12lnln  , 
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xC
C

y
1

2

ln  , 

xC
eCy 1

2  . 

4. Левая часть дифференциального уравнения является точной 

производной от некоторой функции  ),...,,,( 1 nyyyxФ , то есть урав-

нение имеет вид: 

   0),...,,,( 1 


 nyyyxФ           (4) 

Отсюда  
  СyyyxФ n   ),...,,,( 1

          (5) 

является первым интегралом уравнения. 

Если уравнение (5) в свою очередь является уравнением в точных 

производных, то можно найти второй интеграл и т. д. 

Пример. Решить уравнение   0
2
 yyy . 

Решение. Можно заметить, что левая часть данного дифференци-

ального уравнения есть производная от функции yy  , следовательно, 

уравнение можно записать в виде:  

  0
 yy . 

Отсюда 

1Сyy  , 

1С
dx

dy
y  , 

dxСydy 1 , 

  dxСydy 1
, 

21

2

2
CxС

y
 , 

21
2 22 CxСy   — общее решение уравнения. 

Занятие 2. Однородное линейное уравнение 

Линейным дифференциальным уравнением п-го порядка называет-

ся уравнение вида 

             xfyxayxayxayxa nn
nn  


1
1

10 ... , (1) 

где        xfxaxaxa n ,...,,, 10
 — заданные непрерывные на ин-

тервале  ba,  функции. 
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Если   0xf , то уравнение (1) называется однородным; если 

  0xf , то — неоднородным. Однородное уравнение имеет вид 

            0... 1
1

10  
 yxayxayxayxa nn

nn .  (2) 

Уравнение (1) имеет единственное решение  xyy  , определенное 

на всем интервале  ba,  и удовлетворяющее начальным условиям: 

          baxyxyyxyyxy nn ;,...,,, 0
1

0
1

0000 0  
   (3) 

Линейное уравнение особых решений не имеет, всякое его решение 

является частным решением этого уравнения. 

Рассмотрим линейное однородное уравнение 

            0... 1
1

10  
 yxayxayxayxa nn

nn . (2) 

Это уравнение имеет единственное решение на интервале  ba, , 

удовлетворяющее начальным условиям (3). Если начальные условия 

нулевые, то уравнение (2) имеет только нулевое решение. 

Если функции      xyxyxy п...,,, 21
 являются решениями уравне-

ния (2), то их линейная комбинация  

     xyСxyСxyС пп  ...2211
, 

где 
пССС ...,,, 21
 — произвольные постоянные, также является решени-

ем уравнения (2). 

Рассмотрим понятие линейной зависимости и линейной независи-

мости системы функций. 

Определение. Функции      xyxyxy п...,,, 21
 называются линейно 

зависимыми на интервале  ba, , если одна из функций системы явля-

ется линейной комбинацией других для всех  baх , . 

Таким образом, функции      xyxyxy п...,,, 21
 называются линейно 

зависимыми на интервале  ba, , если существуют числа 
п ,...,, 21
, 

из которых хотя бы одно не равно нулю, такие, что 

       baхxyxуxy пп ;,0...2211  
 

(4) 

Определение. Функции      xyxyxy п...,,, 21
 называются линейно 

независимыми на интервале  ba, , если равенство (4) выполняется 

лишь в том случае, когда все 0к . 

Определение. Фундаментальной системой решений однородного 

линейного уравнения (2) с непрерывными на интервале  ba,  коэффи-
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циентами называется система из п линейно независимых на интервале 

 ba,  решений      xyxyxy п...,,, 21
 этого уравнения. 

Для того чтобы решить уравнение (2), нужно найти его фундамен-

тальную систему решений. Если найдена фундаментальная система 

решений      xyxyxy п...,,, 21
 однородного уравнения (2), то функция  

       xyСxyСxyСху пп  ...2211
, (5) 

где 
пССС ,...,, 21

 — произвольные постоянные, есть общее решение 

этого уравнения. 

Можно показать, что всякое решение уравнения (2) на интервале 

 ba,  содержится в решении (5) при конкретных значениях 
кС . 

Чтобы система решений      xyxyxy п...,,, 21
 была фундаменталь-

ной, необходимо и достаточно, чтобы определитель вида 

 

     11
2

1
1

21

21

...

............

...

...






п
п

пп

п

п

ууу

ууу

ууу

хW
 

был отличен от нуля хотя бы в одной точке из интервала  ba, . Опре-

делитель был введен в математику польским ученым Ю. Вронским 

(1776—1853 гг.) и называется определителем Вронского или вронскианом. 

Примеры 

1. Функции 11 у  и ху 2
 линейно независимы на любом интер-

вале  ba, , так как определитель Вронского   01
10

1


х
хW . 

2. Покажем, что функции хк
е 1 и хк

е 2 линейно независимы на лю-

бом интервале  ba, , если 
1k  и 

2k  — различные действительные чис-

ла. Для этого покажем, что их определитель Вронского   0хW  для 

любых  baх , . 

       
0

11
2121

21

21

12

2121


 xkkxkk

xkxk

xkxk

ekk
kk

e
ekek

ee
хW . 

3. Функции xe x  cos  и xe x  sin   0  линейно независимы на 

любом интервале  ba, , так как их определитель Вронского отличен 

от нуля: 
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 
   

.0

sinsin

sin

sinsin

sin

2

2













x

х

xx

xx

e

xсosxxxсos

xxсos
е

xсosxexxсose

xexсose
хW



















 

4. Функции кхе и кххе линейно независимы на любом интервале 

 ba, , так как линейная независимость функций 1 и х показаны в при-

мере 1, и имеем 

  0,2121  kxkxkxкх exeeе  . 

 

Теорема (о структуре общего решения линейного однородного 

уравнения). 

Если      xyxyxy п...,,, 21
 линейно независимые на интервале 

 ba,  решения линейного однородного дифференциального уравнения 

п-го порядка (2) с непрерывными коэффициентами, то функция  

       xyСxyСxyСху пп  ...2211
,  baх , ,  

где 
кС  — произвольные постоянные, является общим решением урав-

нения (2). 
 

Задания для самостоятельного решения 

1. Доказать, что функции ххх еххее 2,,  линейно независимы при 

любых х. 

2. Найти определитель Вронского системы функций 

Rxxх ,sin,cos,5 22 . Являются ли эти функции линейно независимыми? 

3. Составить однородное линейное дифференциальное уравнение, 

если задана его фундаментальная система решений: 

a) хх еyеy  
21 , ; 

b) хх xеyеy 3
2

3
1 ,   ; 

c) xyxy 2sin,2cos 21  . 

4. Доказать, что функция хх еCеCy 5
2

2
1

  является общим решени-

ем дифференциального уравнения 0103  yyy . 

5. Найти фундаментальную систему решений уравнения 0 yy . 
 

Ответы 



71 

2.   0xW . 

3. 

0 yy , 

096  yyy , 

04  yy . 

5. xyxy sin,cos 21  . 

Занятие 3. Неоднородное линейное уравнение 

Рассмотрим неоднородное линейное дифференциальное уравнение  

             xfyxayxayxayxa nn
nn  


1
1

10 ...   
(1) 

и соответствующее ему однородное уравнение 

            0... 1
1

10  
 yxayxayxayxa nn

nn

 
(2). 

Теорема (о структуре общего решения линейного неоднородного 

дифференциального уравнения). 

Общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения (1) является суммой общего решения соответствующего 

линейного однородного уравнения (2) и какого-нибудь частного реше-

ния неоднородного уравнения (1). 
Замечание. Если правая часть неоднородного уравнения (1) состоит из не-

скольких слагаемых и для неоднородных уравнений с той же левой частью, 

равной каждому из этих слагаемых в отдельности, можно найти частное реше-

ние, то сумма этих частных решений будет частным решением всего уравнения (1). 

В общем случае, нахождение частного решения линейного неодно-

родного уравнения представляет большие трудности, поэтому рас-

смотрим метод нахождения общего решения линейного неоднородного 

уравнения, если известны фундаментальные решения соответствующе-

го однородного уравнения. 

Метод вариации произвольных постоянных  

(метод Лагранжа) 

Пусть      xyxyxy п...,,, 21
 — фундаментальная система решений 

линейного однородного уравнения (2), а 
пССС ,...,, 21

 — произвольные 

постоянные. Тогда общее решение  линейного однородного уравнения 

(2) имеет вид: 

       xyСxyСxyСху пп  ...2211
.  (6) 

Основная идея метода состоит в том, что решение линейного неод-

нородного уравнения (1) ищем в виде: 

             xyxСxyxСxyxСхz пп  ...2211
, (7) 
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где      xСxСxС п,...,, 21  — некоторые непрерывно дифференцируемые 

функции. Эти функции находят из следующей системы: 

     

     

           

             
































































xfyхСyхСyхС

yхСyхСyхС

yхСyхСyхС

yхСyхСyхС

п
пп

пп

п
пп

пп

пп

пп

11
22

1
11

22
22

2
11

2211

2211

...

0...

0...

0...

 (8) 

Определитель этой системы является определителем Вронского для 

фундаментальной системы функций      xyxyxy п...,,, 21
 и поэтому 

отличен от нуля. Система (8) однозначно разрешима относительно не-

известных функций      xСxСxС п


,...,, 21
. 

Найдем и сами функции      xСxСxС п,...,, 21
 в виде: 

   

   

   






















,

,

,

222

111

nnп AdxxСxС

AdxxСxС

AdxxСxС

 

где А1, А2, …, Ап — произвольные постоянные. 

Подставляя эти значения      xСxСxС п


,...,, 21
 в формулу (7), по-

лучим общее решение неоднородного уравнения (1). 

Пример 1. Решить уравнение .44 2xeyyy   

Решение. Составим соответствующее однородное дифференциаль-

ное уравнение 

044  yyy . 

Ниже покажем, что фундаментальная система решений этого урав-

нения имеет вид: 

., 2
2

2
1

хх хеуеy    

Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде: 

      .2
2

2
1

xx exxCexCxy    

Функции    xСxС


21 ,  найдем из системы (см (8)): 

   

     























xxx

xx

eexхСeхС

xeхСeхС
22

2
2

1

2
2

2
1

212

0

.
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Отсюда     1; 21 





xCxxС . 

Интегрируя, получим 

    221

2

1 ;
2

AxxCA
x

xС  . 

Тогда  

  xxx e
x

xeAeAxy 2
2

2
2

2
1

2

   — общее решение неоднородного 

уравнения. 

3. Линейные дифференциальные уравнения высшего порядка  
с постоянными коэффициентами 

Занятие 4. Однородное уравнение 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение 
    0... 1

1
1  

 yayayay nn
nn    (1), 

где коэффициенты п ,...,, 21  — действительные числа. Это урав-

нение имеет фундаментальную систему решений, которая состоит из 

степенных, показательных и тригонометрических функций. 

Общее решение уравнения (1) будем искать в виде  

       xyСxyСxyСху пп  ...2211
, 

где 
пССС ,...,, 21
 — некоторые постоянные, 

пyyy ...,,, 21
 — фундамен-

тальная система решений уравнения (1).  

Для построения фундаментальной системы решений будем исполь-

зовать метод Эйлера. Для этого частное решение уравнения (1) ищется 

в виде 

kxey  ,   (2) 

где k — некоторое число (действительное или комплексное), которое 

требуется найти. 

Подставим (2) в уравнение (1): 

  0... 1
1

1  
 кх

nn
пп еaкaкaк . 

Сокращая на кхе , получим: 

.0... 1
1

1  


nn
пп aкaкaк   (3) 

Уравнение (3) называется характеристическим уравнением, его 

корни называются характеристическими числами. 

Вид общего решения уравнения (1) зависит от корней характери-

стического уравнения (3). 



74 

Возможны три случая: 

1. Все корни характеристического уравнения пkkk ...,,, 21  — дей-

ствительны и различны.  
Фундаментальной системой решений будут функции  

xk
п

xkxk пeyeyey  ,...,, 21
21

. 

Общее решение имеет вид: 
xk

п
xkхк пeСeСеСу  ...21

21
. 

2. Все корни характеристического уравнения пkkk ...,,, 21  — раз-

личны, но среди них имеются комплексные.  

Пусть biakbiak  21 ,  — комплексно-сопряженные корни 

характеристического уравнения. Этим корням соответствуют два ли-
нейно независимых частных решения: 

bxeуbxey axax sin,cos 21  . 

Чтобы получить фундаментальную систему решений, выпишем ли-
нейно-независимые частные решения, соответствующие другим со-
пряженным парам комплексных корней и всем действительным корням 
характеристического уравнения. Общее решение уравнения (1) есть 
линейная комбинация этих решений с произвольными постоянными 

коэффициентами. При этом корням biakbiak  21 ,  в формуле 

общего решения соответствует выражение вида 

 bxСbxСeax sincos 21  . 

3. Среди корней характеристического уравнения имеются кратные 
(эти корни могут быть действительными и комплексными) 

Пусть 
1k  — действительный корень уравнения (3) кратности т, тогда 

ему соответствует т линейно-независимых частных решений вида 
xkтxkxkxk

eхeххee 1111 12 ,...,,, 

, 
а в формуле общего решения — выражение вида 

 12
321 ...1  m

m
xk

xCxСxCСe
. 

Если biakbiak  21 ,  — комплексно-сопряженные корни ха-

рактеристического уравнения кратности т, то им соответствуют 2т 
линейно-независимых частных решения вида: 









bxeхbxхebxe

bxeхbxхebxe
axтaxax

axтaxax

sin,...,sin,sin

cos,...,cos,cos
1

1

 
В формуле общего решения этим корням соответствуют выражения 

вида 

    bxxCxССbxxCxССe m
mmm

m
m

ax sin...cos... 1
221

1
21




  . 
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Линейная комбинация линейно-независимых частных решений ука-

занного выше вида, соответствующих всем простым и кратным дей-

ствительным и комплексным корням дает общее решение уравнения 

(1). 

Пример 1. Решить уравнение 022  yyyy . 

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 

022 23  kkk . 

Решим это уравнение: 

 

 
  

.2;1;1

,011)2(

,01)2(

,02)2(

321

2

2









kkk

kkk

kk

kkk

 

Общее решение уравнения имеет вид:  

.2
321

xxx eCeCeCy    

Пример 2. Решить уравнение 0842  yyyy . 

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение: 

 

 
2;2

,04)2(

,024)2(

0842

3,21

2

2

23









kk

kk

kkk

kkk

.

 

Общее решение уравнения имеет вид:  

xCxCeCy x 2sin2cos 32
2

1  . 

Пример 3. Решить уравнение       04884 456  yyyyy . 

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение: 

.1;1;0

,0)22(

,0)84444(

,0)4884(

04884

654321

222

23242

2342

23456

 









kkkkkk

kkk

kkkkkk

kkkkk

kkkkk

 

Фундаментальная система решений уравнения имеет вид: 

xхexхexexex xxxx sin,cos,sin,cos,,1 . 

Отсюда получим общее решение уравнения 

 xxCxxCxCxCexССy x sincossincos 654321  . 
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Задания для самостоятельного решения 

1. Найти общее решение дифференциальных уравнений: 

1. .064  yy  

2.   .04  yy  

3.   .09104  yyy  

4. .054  yyy  

5.   .0444  yyy  

6. .054  yyy  

7. .0 yy  

8.   .02224  yyyyy  

9.     .033 45  yyyy  

10. .08  yy  

11. .06116  yyyy  

12.   .0164  yy  

2. Решить задачу Коши: 

13. 
    .100,065  ууyyy  

14. 
      .20,10,00,0  уууyyyy  

15. 
      .30,00,00,0  уууyyyy  

 

Ответы 

1.  

1. хx еCeCy 8
2

8
1

 . 

2. хеСхСхCCy  4
2

321 . 

3. xCxСxCxCy 3sin3cossincos 4321  . 

4.  xCxCеy х sincos 21
2   . 

5.     xxCCxxСCy 2sin2cos 4321  . 

6. хx еCeCCy  3
5

21
. 

7. хx еCeCCy  321
. 

8.   xCxCxСCеy х sincos 4321  . 

9.  2
54321 xСxCСeхCCy x   . 

10.  xCxСeeCy xx 3sin3cos 32
2

1   . 
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11. хxx еCeCeCy 3
3

2
21

  . 

12. xCxСeCeCy xx 2sin2cos 43
2

2
2

1   . 

2.  

13. хx еey 322  . 

14. xxey x sin2cos   . 

15.   хx еexy  21 . 

Занятие 5. Неоднородное уравнение 

Пусть дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение  
с постоянными коэффициентами 

     xfyayayay nn
nn  


1
1

1 ...
,
 (4) 

где  xf  — непрерывная на интервале  ba,  функция. 

Для соответствующего однородного дифференциального уравнения 
всегда можно найти фундаментальную систему решений, поэтому 
уравнение (4) может быть решено с помощью метода вариации произ-
вольных постоянных (метода Лагранжа). На практике этим методом 
пользоваться не всегда удобно. В некоторых случаях для неоднородно-
го уравнения (4) удается найти частное решение методом неопреде-
ленных коэффициентов. 

Рассмотрим эти случаи и укажем соответствующие им виды част-
ных решений. 

1. Функция )()( xPxf  , где 
m

mm AxAxAxP   ...)( 1

10
 — мно-

гочлен степени m (в частности, он может быть постоянным числом, 
отличным от нуля). Возможны два случая: 

a) если число 0 не является корнем характеристического уравне-
ния, то частное решение уравнения (4) ищем в виде 

)(xQy  , 

где Q(x) — многочлен той же степени, что и P(x), но с неопределенны-
ми коэффициентами; 

b) если число 0 является корнем характеристического уравнения 
кратности m, то частное решение уравнения (4) ищем в виде 

)(xQxy m . 

2. Функция ,)()( аxexPxf   где а — некоторое число. 

Возможны два случая: 
a) если число а не является корнем характеристического уравне-

ния, то частное решение уравнения (4) имеет вид: 

)(xQey аx ; 
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b) если число а является корнем характеристического уравнения 
кратности m, то частное решение уравнения (4) имеет вид: 

)(xQexy аxm . 

3. Функция )(xf  имеет вид  bxxPbxxPexf аx sin)(cos)()( 21  , где 

Р1(х) и Р2(х) — многочлены соответственно (в частности, они могут 
быть постоянными числами и один из них может быть нулем). 

Пусть число r — наивысшая степень многочленов Р1(х) и Р2(х). 
Возможны два случая: 

a) если число bia   не является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение уравнения (4) имеет вид: 

 bxxQbxxQey ax sin)(cos)( 21  , 

где Q1(x) и Q2(x) — многочлены степени r с неопределенными коэффи-
циентами; 

b) если число bia   является корнем характеристического уравне-

ния кратности m, то частное решение уравнения (4) имеет вид: 

 bxxQbxxQexy axm sin)(cos)( 21  . 

Заметим, что если правая часть уравнения является комбинацией 
выражений рассмотренного выше вида, то решение находится как ком-
бинация решений вспомогательных уравнений, каждое из которых 
имеет правую часть, соответствующую выражению, входящему в ком-
бинацию.  

То есть если уравнение имеет вид:  

         xfxfyayayayyL nn

nn

211

1

1 ...  

 ,  

то частное решение этого уравнения будет ,21 yyy  где 
21, yy  — 

частные решения вспомогательных уравнений )()( 1 xfyL   и 

)()( 2 xfyL  . 

4. Линейные дифференциальные уравнения  
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Линейные дифференциальные уравнения второго порядка находят 
широкое применение в различных приложениях, например, в физике 
при изучении колебательных процессов. Поэтому остановимся на этом 
виде уравнений подробнее. 

Занятие 6. Однородные уравнения 

Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение  
второго порядка с постоянными коэффициентами  

0 qyypy ,    (1) 
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где qp,  — некоторые действительные числа. 

Для отыскания общего решения уравнения (1) нужно найти два его 

линейно независимых решения. Решение уравнения (1) будем искать  

в виде 
kxey  ,     (2) 

где k — постоянная, которую нужно найти. 

Подставим (2) в уравнение (1): 
kxkx ekykey 2;  , 

02  kxkxkx qeрkeek , 

0)( 2  qрkkekx . 

Так как 0kxe , то  

02  qрkk .    (3) 

Уравнение (3) называется характеристическим уравнением для 

уравнения (1). 

При решении характеристического уравнения возможны три случая 

(в зависимости от знака дискриминанта D квадратного уравнения.  

1. Корни характеристического уравнения 
1k  и 

2k  — действитель-

ны и различны ( 0D ). 

В этом случае получаем два линейно независимых частных решения:  
xkxk

eyey 21
21 ;  . 

Следовательно, общее решение уравнения (1) имеет вид: 
xkxk

eСeСy 21
21  , 

где 
21, СС  — произвольные постоянные. 

2. Корни характеристического уравнения kkk  21
 — действи-

тельные и равны ( 0D ). 

В этом случае получаем только одно частное решение: kxey 1
.  

Нетрудно показать, что решением уравнения (1) будет и функция 
kxxey 2

. Ранее показано, что функции kxey   и kxxey   линейно неза-

висимы. Следовательно, общее решение уравнения (1) имеет вид: 
kxkx хeСeСy 21   или 

 хССey kx
21  . 

3. Корни характеристического уравнения  ik 1
 и  ik 2

 — 

комплексные сопряженные.  

Общее решение уравнения (1) в этом случае имеет вид 
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 xСxСey x  sincos 21  . 

Пример 1. Решить уравнение 044  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение и решим его: 

.2;044 21

2  kkkk  

Так как корни уравнения действительные и равны, то общее реше-

ние имеет вид: 

  xxx eхССхeСeСy 2
21

2
2

2
1   

Пример 2. Решить уравнение 052  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение и решим его: 

;21;16;052 1

2 ikDkk   .212 ik   

Так как корни уравнения являются комплексными числами, то об-

щее решение имеет вид: 

).2sin2cos( 21 xCxCey x    

Пример 3. Решить уравнение 067  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение и решим его: 

0672  kk ; 6;1 21  kk . 

Так как корни уравнения действительные и различны, то общее  

решение имеет вид: 
xx eСeСу 6

21  .
 

Пример 4. Решить уравнение 02  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение и решим его: 

;2;1;02 21

2  kkkk  

Так как корни уравнения действительные и различны, то общее ре-

шение имеет вид: 
xx eСeСу 2

21  

.
 

Пример 5. Решить уравнение 09  уy . 

Решение. Характеристическое уравнение:  

092 k ; 3;3 21  kk . 

Так как корни уравнения действительные и различны, то общее ре-

шение имеет вид: 
xx eСeСу 3

2
3

1
 . 

Пример 6. Решить уравнение  

1
2

,0
2

,0102 



















ууyyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение и решим его: 
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22 3636404;0102  Dkk , ik 31
2

62
1 





, 

ik 31
2

62
2 





. 

Данное уравнение не имеет вещественных корней. В этом случае 

общее решение соответствующего дифференциального уравнения за-

писывается в виде  

xeСxeСу xx 3sin3cos 21
  . 

Вычислим производную данной функции: 

xeСxeСxeСxeСу xxxx 3cos33sin3sin33cos 2211
   

Для нахождения значений С1 и С2, воспользуемся начальными 

условиями. Получим систему уравнений: 





















1
2

3
cos3

2

3
sin

2

3
sin3

2

3
cos

0
2

3
sin

2

3
cos

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
1









eСeСeСeС

eСeС  

















13

0

2
2

2
1

2
2





eСeС

eС  














13

0

2
1

2


eС

С
 













3

0

2

1

2


e
С

С
 

Искомое решение приобретает вид: xe
е

y x 3cos
3

2




.  

Занятие 7. Неоднородные уравнения 

Пусть дано линейное неоднородное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами  

 xfqyypy  ,   (4) 

где qp,  — постоянные действительные числа.  

Чтобы найти общее решение неоднородного дифференциального 

уравнения, нужно выполнить следующие действия: 
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1) найти общее решение соответствующего однородного диффе-

ренциального уравнения; 

2) найти частное решение неоднородного дифференциального 

уравнения; 

3) написать общее решение неоднородного дифференциального 

уравнения в виде суммы общего решения однородного дифференци-

ального уравнения и частного решения неоднородного дифференци-

ального уравнения.  

Частное решение уравнения (4) можно найти методом вариации 

произвольных постоянных. Однако, на практике этим методом пользо-

ваться не всегда удобно. Если в правой части уравнения (4) стоит мно-

гочлен, показательная функция, тригонометрические функции синус 

или косинус, произведение их или линейные комбинации, то для отыс-

кания частного решения применяют метод неопределенных коэффици-

ентов. 

Рассмотрим три случая. 

1. Правая часть уравнения (4) есть многочлен п-степени )()( xPxf  : 

0,...)( 0
1

10   aaxaxaxf n
nn . 

В этом случае частное решение y  неоднородного уравнения ищут 

также в виде многочлена. В зависимости от коэффициентов p и q урав-

нения (4) частное решение нужно искать в виде: 

Если 0q , то 
nn

nn bxbxbxby  


1
1

10 ...  

Если 0,0  pq , то 
 nn

nn bxbxbxbxy  


1
1

10 ...
 

Если 0,0  pq , то  nn
nn bxbxbxbxy  


1
1

10
2 ...  

Чтобы найти неизвестные коэффициенты 
nn bbbb ,,...,, 110 

, нужно 

подставить y  в уравнение (4) вместо неизвестной функции. В левой 

части уравнения (4), как и в правой части, получится многочлен, коэф-

фициентами которого являются линейные комбинации коэффициентов 

nn bbbb ,,...,, 110 
. Приравнивая коэффициенты при х в одинаковых сте-

пенях в левой и правой части равенства, получим систему линейных 

алгебраических уравнений относительно коэффициентов 

nn bbbb ,,...,, 110 
. Решая систему, найдем эти коэффициенты и запишем 

частное решение уравнения (4). 

Пример 1. xyy  4 . 

Решение. Найдем общее решение однородного дифференциального 

уравнения: 04  yy . 

Составим характеристическое уравнение: 
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042  kk  

  04 kk  

4,0 21  kk  

Так как корни характеристического уравнения действительные  

и не равные, то общее решение однородного уравнения записывается  

в виде: 
ххx еССеСeСy 4

21
4

2
0

1
*  . 

Теперь найдем частное решение исходного неоднородного уравнения. 

В правой части уравнения стоит многочлен первой степени xxP )( . 

Так как 0,4  qp , то частное решение будем искать в виде 

 BAxxy   или 

BxAxy  2 . 

Определим неизвестные коэффициенты А и В. Вычислим первую  

и вторую производные и подставим их в исходное неоднородное диф-

ференциальное уравнение. 

AyBAxy 2;2  . 

xBAxA  482 . 

Составим систему: 






















16

1
8

1

042

18

В

А

ВА

А . 

Итак, частное решение: xxy
16

1

8

1 2  . Тогда общее решение  

линейного неоднородного дифференциального уравнения:  

xxеССу х

16

1

8

1 24
21  . 

2. Правая часть линейного неоднородного дифференциального уравне-

ния (4) имеет вид ,)()( x
n exPxf   где )(xPn

 — многочлен п-степени.  

При выборе частного решения в этом случае удобно пользоваться 

следующими указаниями: 

1) Если  не является корнем характеристического уравнения, 

то частное решение будет иметь вид: 

   nn
nnx bxbxbxbeхy  


1
1

10 ... . 

2) Если  является простым корнем характеристического урав-

нения, то частное решение будет иметь вид: 

   nn
nnx bxbxbxbхeхy  


1
1

10 ... . 
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3) Если  является кратным корнем характеристического урав-

нения, то частное решение будет иметь вид: 

   nn
nnx bxbxbxbхeхy  


1
1

10
2 ... . 

 

Пример 2. Найти общее решение линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициен-

тами xxeyyy  265 . 

Решение. Найдем общее решение соответствующего однородного 

уравнения  

065  yyy . 

Составим характеристическое уравнение и решим его:  

0652  kk , 2
2

15
,3

2

15
,12425 21 





 kkD . 

Так как корни характеристического уравнения действительны и раз-

личны, то общее решение однородного уравнения записывается в виде: 
хx еСeСy 2

2
3

1
*  . 

Теперь найдем частное решение исходного неоднородного уравне-

ния. Правая часть данного неоднородного уравнения относится к слу-

чаю 2: 

,)()( x
n exPxf   ,2)( xeхxf   

следовательно, 1,2)(  хxPn
. 

Так как 1  не является корнем характеристического уравне-

ния, то частное решение будет иметь вид: 

   ВАxeхy x   . 

Найдем производные первого и второго порядка данной функции: 

    xx eВАxeАхy   , 

    xxx eВАxeАeАхy    

Подставим      xyxyxy ,,   в исходное уравнение и получим: 

        xxxxxxx exВАxeeВАxeАeВАxeАeА   265 . 

Разделим обе части уравнения на 0xe : 

xВАxВАxАВАxАА 266555  , 

xВААx 212712  . 

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях и получим 

систему: 









0127

212

ВА

А
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











72

7
6

1

В

А

 

Таким образом, получаем:   хехху 









72

7

6

1
. 

Следовательно, общее решение неоднородного дифференциального 

уравнения имеет вид: 

   хуxyy  * , то есть 

  ххx ехеСeСху 









72

7

6

12
2

3
1

. 

3. Правая часть линейного неоднородного дифференциального 

уравнения (4) имеет вид  

 xxQxxPexf mn
x  sin)(cos)()(   

где )(xPn
 — многочлен п-степени от х, )(xQm

 — многочлен т-степени 

от х. 

Для нахождения частного решения удобно пользоваться следую-

щими рекомендациями:  

Из коэффициентов   и   составляем числа вида  i . 

1) Если  i  не являются корнями характеристического урав-

нения, то частное решение будет иметь вид: 

 xxNxxSey kk
x  sin)(cos)(  . 

2) Если  i  являются корнями характеристического уравне-

ния, то частное решение будет иметь вид: 

 xxNxxSexy kk
x  sin)(cos)(  . 

)(),( xNxS kk
 — многочлены степени k от х, где  nmk ,max . 

 

Замечание. Если в выражении для  0)(0)()(  xQxPxf mn
, то частное 

решение все равно ищут по указанным выше формулам. 
 

Пример 3. Дано линейное неоднородное дифференциальное урав-

нение второго порядка с постоянными коэффициентами 

xyy 3cos716  . Найти частное решение, удовлетворяющее задан-

ным начальным условиям     40,10  yy . 

Решение. Найдем общее решение однородного дифференциального 

уравнения: 
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016  yy  

Составим характеристическое уравнение: 

  

.4,4

044

016

016

21

22

2

ikik

ikik

ik

k









 

Так как корни характеристического уравнения комплексные, то об-

щее решение однородного уравнения записывается в виде: 

  xCxCxCxCey x 4sin4cos4sin4cos* 2121
0  . 

Найдем частное решение исходного неоднородного уравнения. 

Правая часть данного неоднородного уравнения относится к случаю 3.  

В общем виде 

 xxQxxPexf mn
x  sin)(cos)()(  . 

По условию  

  xxf 3cos7 , 

то есть     3,0,0,07)(  xQnxP mn
. 

Так как числа ii 3   не являются корнями характеристиче-

ского уравнения, 0k , то частное решение имеет вид: 

xBxAy 3sin3cos   

Найдем производные первого и второго порядка этой функции: 

  xBxAy 3cos33sin3 
  

  xBxAy 3sin93cos9 
  

Подставим    
yyy ,,  в исходное уравнение и преобразуем это 

выражение. 

Получим: 

xxBxAxBxA 3cos73sin163cos163sin93cos9   
xxBxA 3cos73sin73cos7   

Составим систему уравнений: 









07

77

В

А

 









0

1

В

А

 
Таким образом, получаем: xy 3cos  

Общее решение имеет вид: xxCxCyyy 3cos4sin4cos 21
*  . 
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Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным 

условиям     40,10  yy : 

xxCxCy 3cos4sin4cos 21  , 

xxCxCy 3sin34cos44sin4 21  . 

Составим систему уравнений: 



























1

1

44

11

40sin30cos40sin4

10cos0sin0cos

2

1

2

21

21

21

C

C

C

CC

xxCxC

xxCxC . 

Таким образом, xxxy 3cos4sin4cos   — частное решение 

неоднородного дифференциального уравнения. 

Пример 4. Дано линейное неоднородное дифференциальное урав-

нение второго порядка с постоянными коэффициентами 

xxyy sin2cos  . Найти общее решение уравнения. 

Решение. Найдем общее решение однородного дифференциального 

уравнения: 

0 yy . 

Составим характеристическое уравнение: 

012 k , 

022  ik , 

   0 ikik , 

ikik  21 , . 

Так как корни характеристического уравнения комплексные, то об-

щее решение однородного уравнения записывается в виде: 

xCxCy sincos 21
*  . 

Частное решение однородного уравнения будем искать в виде  

21 ууy  ,  

где 
1у  — частное решение уравнения xyy 2cos , 

2у  — частное 

решение уравнения xyy sin . 

Рассмотрим отдельно эти уравнения. 

1) xyy 2cos . 

Так как числа  2,02   ii  не являются корнями 

характеристического уравнения, 0k , то частное решение имеет вид: 

xBxAy 2sin2cos1  . 

Найдем производные первого и второго порядка этой функции: 

  xBxAy 2cos22sin21 
 , 

  xBxAy 2sin42cos41 


. 
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Подставим    
111 ,, yyy  в исходное уравнение и преобразуем это 

выражение. 
Получим: 

xxBxAxBxA 2cos2sin2cos2sin42cos4  , 

xxBxA 2cos2sin22cos3  . 

Составим систему уравнений: 





















0
3

1

02

13

В

А

В

А . 

Таким образом, частное решение уравнения xyy 2cos  имеет 

вид: xy 2cos
3

1
1  . 

2) xyy sin . 

Так как числа  1,0   ii  являются корнями харак-

теристического уравнения, то частное решение имеет вид: 

 xBxAxy sincos2  . 

Найдем производные первого и второго порядка этой функции: 

 xBxAxxBxAy cossinsincos2 


, 

 xBxAxxBxAy sincoscos2sin22 


. 

Подставим    
yyy ,,  в исходное уравнение и преобразуем это 

выражение. 
Получим: 

    xxBxAxxBxAxxBxA sinsincossincoscos2sin2  , 

xxBxxAxxBxxAxxBxA sinsincossincoscos2sin2  . 

Составим систему уравнений: 





















0
2

1

02

12

В

А

В

А . 

Таким образом, частное решение уравнения xyy sin  имеет 

вид: xxy cos
2

1
2  . 

Тогда частное решение исходного неоднородного дифференциаль-
ного уравнения имеет вид: 

xxxy cos
2

1
2cos

3

1
 . 

Общее решение исходного неоднородного уравнения: 
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xxxxCxСyyy cos
2

1
2cos

3

1
sincos 21

*  . 

Задания для самостоятельного решения 

1. Решить однородные линейные дифференциальные уравнения: 

1. 0127  yyy . 

2. 0 yy . 

3. 0 yy . 

4. 0 yy . 

5. yy 9 . 

6. 086  yyy . 

7. 023  yyy . 

8. 02  yy . 

9. 016  yy . 

10. 0106  yyy . 

2. Решить задачу Коши: 

11.     20,00,096  ууyyy . 

12.     80,10,0134  ууyyy . 

13.     10,30,02  ууyyy . 

14.     40,10,04  ууyy . 

3. Решить неоднородные линейные дифференциальные уравнения 

методом неопределенных коэффициентов: 

15. xeyyy 42  . 

16. 432 2  xxyyy . 

17. xxeyy 8 . 

18. xxyyy sin2 2 . 

19. 46124 2  xxyy . 

20. 532554 2  xxyyy . 

21. 1524 2  xxyy . 

22. 
xe

x
yyy




1
2 . 

23. 0sin4  xxyy . 

24. xexyy  . 

25. .163 3xexyy   

26. 33cos9  xyy . 
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27. xeyy x 183 3  . 

28. xeyyy x sin52  . 

29. xyy 2cos . 

30. xxyy 3cossin . 

4. Решить задачи Коши: 

31.       200,32 2  ууxxeyy x . 

32.     10,10,sin  yyxyy . 

33.     30,20,cos6  yyxyy . 

34.     10,00,23  yy
e

x
yyy

x
. 

5. Решить неоднородные линейные дифференциальные уравнения 

методом вариации произвольных постоянных: 

35. 
х

е
yyy

х

 2 . 

36. tgxyy  . 

37. xtgyy 39  . 

38. ctgxyy 2 . 

39. 
хх

xyy
1

4  . 

40. 
3

2 22
2

х

хх
yyy


 . 

 

Ответы  

1. хx еCeCy 4
2

3
1  . 

2. xCxCy sincos 21  . 

3.   хехCCy 21  . 

4. xeCCy 21  . 

5. хx еCeCy 3
2

3
1

 . 

6. .4
2

2
1

хx еCeCy   

7. .2
21

хx еCeCy    

8. .2
21

xeCCy   

9. xCxCy 4sin4cos 21  . 

10.  xCxCеy х sincos 21
3   . 
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11. xxey 32 . 

12.  xxеy х 3sin23cos2  . 

13.   хехy  23 . 

14. xxy sin2cos  . 

15.   xх exxСCеy 2
21 2 . 

16.   12113 2
21   xxxСCеy х . 

17.  xxeeCeCy xхx 22 2
21   . 

18.   xxxxxxСCеy х sin
2

3
cos

2

1 2
21 

















  . 

19. xeCCxxy 4
21

3  . 

20.   78sincos 2
21

2   ххxCxCеy х . 

21. 









4

1

2

1

2

1 24
21 xxхеСCy х . 

22.  .2
2

1 2
21

хх еxxеСCy    

23. xхxхxCxCy sincossincos 2
21  . 

24.  .2
2

1 2
21

хх еxxеСCy    

25. хх хеxxеСCy 323
21

3

1
 . 

26. 
3

1
3sin

6

1
3sin3cos 21  xхxCxCy . 

27. хх еСCxхxеy 3
21

23 23
3

1
 . 

28.   xеxCxCеy хх 3sin
3

1
2sin2cos 21  , 

29. xeCeCy xx 2cos
10

1

2

1
21   . 

30. xxxCxСy 2sin
6

1
4sin

30

1
sincos 21  . 

31.   хx еeхxy 221  . 

32. xхxxy cos
2

1
sin

2

3
cos  . 

33. xхxxy sin3sin3cos2  . 
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34. ххх еxхееy 







  22

2

1
22 . 

35.   xxexeexСCy xxx ln21  . 

36. 









24
lncossincos 21

x
tgxxCxСy


. 

37. 
13sin

13sin
ln3cos

18

1
3sin3cos 21






x

x
xxCxСy , 

38. 
1cos

1cos
lnsinsincos 21






x

x
xxCxСy . 

39. xeCeCy xx 421   . 

40.  
x

xСCеy х 1
21  . 

 

Контрольная работа 2 «Уравнения высших порядков» 
 

Вариант 1 

1. Решить уравнение, понизив порядок:    14
2

 yy . 

2. Решить уравнение методом неопределенных коэффициентов: 

xeeyy xx  2 . 

3. Решить уравнение методом вариации произвольных постоян-

ных: 
x

yy
2cos

1
4  . 

Вариант 2 

1. Решить уравнение, понизив порядок: 0ln  yyxx . 

2. Решить уравнение методом неопределенных коэффициентов: 

xxyy 2cossin  . 

3. Решить уравнение методом вариации произвольных постоян-

ных: xe
x

x
yy

3

2 
 . 

Вариант 3 

1. Решить уравнение, понизив порядок:     02
42
 yyyy . 

2. Решить уравнение методом неопределенных коэффициентов: 

xxyy 2coscos  . 

3. Решить уравнение методом вариации произвольных постоян-

ных: xx eeyy cos2 . 

Вариант 4 
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1. Решить уравнение, понизив порядок:    yyy  12
2 . 

2. Решить уравнение методом неопределенных коэффициентов: 

xxxyy cos4sin2  . 

3. Решить уравнение методом вариации произвольных постоян-

ных: 
3

2

44
x

e
yyy

x

 . 

Занятие 8. Линейные системы дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений: 























,...

............

,...

,...

2211

2222121
2

1212111
1

nnnnn
n

nn

nn

yayayа
dx

dy

yayaya
dx

dy

yayaya
dx

dy

   (1) 

где коэффициенты ija  — некоторые действительные числа, x — аргу-

мент,      xyyxyyxyy nn  ...,,, 2211
 — искомые функции. 

Система (1) называется системой линейных однородных дифферен-

циальных уравнений с постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим метод Эйлера, который позволяет найти решение си-

стемы (1), не сводя ее к уравнению п-го порядка. 

Решение системы будем искать в виде  
кх

nn
кхкх еyеyеy   ...,,, 2211 , где кn ,...,,, 21   — неко-

торые постоянные. 

Подставив эти функции в систему (1) и поделив на кхе , получим 

систему уравнений относительно неизвестных n ...,,, 21 : 

 

 

 

















.0...

............

,0...

,0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

kaaa

akaа

aakа







  (2) 
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Система (2) имеет ненулевое решение при таких k, при которых 

определитель этой системы равен 0: 

0

...

............

...

...

21

22221

11211









kaaa

akaa

aaka

nnnn

n

n

  (3) 

Уравнение (3) называется характеристическим уравнением для си-

стемы (1), корни этого уравнения 
nkkk ...,,, 21

 называются характери-

стическими числами системы (1). 

Возможны три случая: 

1. Корни характеристического уравнения 
nkkk ...,,, 21
 действи-

тельные и различные. 

Для каждого из корней 
ik составляем систему (2), из которой нахо-

дим коэффициенты inii  ...,,, 21 . 

Решение однородной системы (1), соответствующее корню 
ik , име-

ет вид: 
хк

nini
хк

ii
хк

ii
iii еyеyеy   ...,,, 2211

. 

То есть: 

1 решение, соответствующее корню 
1k  имеет вид: 

хк
nn

хкхк
еyеyеy 111

1121211111 ...,,,   . 

2 решение, соответствующее корню 
2k  имеет вид: 

хк
nn

хкхк
еyеyеy 222

2222221212 ...,,,   . 

-  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  - 

п-ое решение, соответствующее корню пk  имеет вид: 

хк
nпnп

хк
пп

хк
пп

ппп еyеyеy   ...,,, 2211 . 

Фундаментальная система решений имеет вид: 















....,,,

,...,,,

,...,,,

21

22221

11211

222

111

хк
пn

хк
п

хк
п

хк
n

хкхк

хк
n

хкхк

ппп eeе

еее

еее







 

Общее решение системы (1) имеет вид: 
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



















....

,...

,...

21

21

21

2211

22222112

11221111

хк
пnn

хк
п

хк
п

n

хк
nn

хкхк

хк
nn

хкхк

п

п

п

eCeCеCy

еCеCеCy

еCеCеCy







 

2. Корни характеристического уравнения различны, но среди 

них есть комплексные. 

Пусть среди корней характеристического уравнения есть два ком-

плексно-сопряженных корня  ik 1
 и  ik 2

. Этим корням 

будут соответствовать решения: 
     

     xi
nn

xixi

xi
nn

xixi

eyeyey

eyeyey

















2222221212

1121211111

,...,,

,...,,
. 

Коэффициенты  njjj ,...,2,1, 21   определяются из систе-

мы уравнений (2). Отделяя в этих решениях действительную и мнимую 

часть, получим два действительных линейно-независимых частных 

решения системы (1). 

Линейные комбинации построенных линейно-независимых частных 

решений войдут в общее решение системы. 

3. Среди корней характеристического уравнения есть кратные. 

Пусть k1 есть корень кратности т, тогда ему соответствует решение 

      xk
nn

xkxk
exPyexPyexPy 111 ,...,, 2211  , 

где      xPxPxP n,...,, 21
 многочлены от х, степень которых не превы-

шает т–1. 

Заметим, что т коэффициентов этих многочленов являются произ-

вольными, а остальные коэффициенты через них выражаются. 

Полагая поочередно один из произвольных коэффициентов равным 

1, а остальные коэффициенты — равными 0, получим т линейно-

независимых частных решений. 

Кратный корень k1 может быть действительным или комплексным.  

Если k1  — действительный корень, то построенные частные реше-

ния также будут действительными. 

Если k1  — комплексный корень вида  ik 1
, то сопряженное 

число  ik 2
 также будет корнем характеристического уравнения, 

причем той же кратности т. Можно найти изложенным выше методом 

т линейно-независимых комплексных частных решений для корня 

 ik 1
 и, отделив в них действительные и мнимые части, постро-

ить 2т линейно-независимых действительных частных решений (ре-
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шения для корня  ik 2
 будут линейно-зависимыми с решениями 

для корня  ik 1
). 

Взяв линейную комбинацию всех построенных частных решений, 

получим общее решение системы (1). 

Пример 1. Найти общее решение системы уравнений: 













.3

,22

21
2

21
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy

 

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение: 

0
31

22






к

к
 

или 4,1045 21
2  kkkk .  

Частное решение системы ищем в виде 

., 2211
кхкх еyеy    

Построим частное решение для корня 11 k . Числа 21 ,   будем 

искать из системы (2): 









,02

,02

21

21




 

Откуда 21 2  , поэтому одно из чисел 21 ,   можно выбирать 

произвольно. Пусть 12  , тогда 21  . Таким образом, числу 11 k  

соответствует частное решение хх еyеy  1211 ,2 . 

Аналогично найдем частное решение для корня 42 k . Числа 

21 ,   будем искать из системы (2): 









,0

,022

21

21




 

Откуда 21   . Полагая 121   , получим второе частное ре-

шение хх еyеy 4
22

4
21 ,  . 

Общее решение системы имеет вид: 









.

,2
4

212

4
211

хх

хх

еCеCy

еCеCy
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Пример 2. Найти решение системы уравнений 













,

3

21
2

21
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy

, 

удовлетворяющее начальному условию     00,10 21  yy . 

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение: 

0
11

13






к

к
 

или      202,044,0113 21
22  kkkkkkk , 

то есть имеем случай кратных корней. Найдем одно из решений систе-

мы в виде: 

., 2
22

2
11

хх еyеy    

Коэффициенты 21 ,   будем искать из системы (2): 

.
,0

,0
21

21

21














 

Полагая 12  , получим 11  . Тогда первое частное решение 

системы имеет вид: 
хх еyеy 2

12
2

11 ,  . 

Второе частное решение системы будем искать в виде: 

 

  .

,

2
2122

2
2121

х

х

еBxBy

еAxAy




 

Подставим эти выражения в исходную систему. Сокращая на хе2   

и приравнивая коэффициенты при х и свободные члены, получим си-

стему: 









,0

,0

22

121

ВА

ВАА
 

откуда 
21122 , ВВАВА  , где 

21, ВВ  — произвольные. 

В качестве линейно-независимых решений этой системы можно 

взять 0;1,0;1 2121  ВВАА  и 1;0,1;1 2121  ВВАА . 

Тогда линейно-независимые частные решения исходной системы 

имеют вид: 

  .,1

,,

2
22

2
12

2
21

2
11

хх

хх

хеyеxy

еyеy




 

Общее решение системы имеет вид: 
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 









.

,1
2

2
2

12

2
2

2
11

хх

хх

ехCеCy

ехCеCy
 

Найдем теперь решение системы, удовлетворяющее начальному 

условию     00,10 21  yy . 

Составим систему и решим ее: 


















.0

,1

.0

,1

1

2

1

21

C

C

C

CC  

Искомое частное решение имеет вид: 

 









.

,1
2

2

2
1

х

х

ехy

ехy  

Пример 3. Найти решение системы уравнений: 













.52

7

21
2

21
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy

 

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение: 

0
52

17






к

к
 

или  

   ikikkkkk  6;6,03712,0257 21
2 . 

То есть корни характеристического уравнения комплексно-

сопряженные. Решение системы ищем в виде: 

., 2211
kхkх еyеy    

Коэффициенты 21 ,   для корня ik  61
 будем искать из си-

стемы (2): 

 
 

.1;1
,012

,01
21

21

21
i

i

i














 

Решение системы: 
     хiхi еiyеy   6

21
6

11 1, . 

Составим систему (2) для корня ik  62
  

 
 

.1;1
,012

,01
21

21

21
i

i

i














 

Вторая система решений: 
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     хiхi еiyеy   6
22

6
12 1,  

Частные решения можно записать в виде: 

 xxеyxеy хх sincos,cos 6
21

6
11   , 

 xxеyxеy хх sincos,sin 6
22

6
12   . 

Общее решение системы имеет вид: 

   










.sincossincos

,sincos
6

2
6

12

6
2

6
11

xxеCxxеCy

xеCxеCy
хх

хх

 

 

Задания для самостоятельного решения 

1. Решить системы уравнений: 

1. 














21
2

21
1

42 yy
dx

dy

yy
dx

dy

. 

2. 














21
2

21
1

410

3

yy
dx

dy

yy
dx

dy

. 

3. 








zyz

zyу

44
. 

4. 








zyz

zyy

36

2
. 

5. 








212

211

23

32

yyу

yyy
. 

6. 














yх
dt

dy

yх
dt

dх

44

54

. 

7. 














yх
dt

dy

yх
dt

dх

34

. 

8. 








yxy

yxx

5
. 
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9. 














zy
dx

dz

zy
dx

dy

3

. 

10. 














zy
dx

dz

zy
dx

dy

43

2

. 

2. Найти решение системы уравнений, удовлетворяющее начально-

му условию: 

11.     10,00,

42
21

21
2

21
1
















уy

yy
dx

dy

yy
dx

dy

. 

12.     10,10,

2
















ух

yх
dt

dy

yх
dt

dх

. 

13.     50,10,

4

25
















ух

yх
dt

dy

yх
dt

dх

. 

 

Ответы  

1. 

1. 









хх

хх

еCеCy

еCеCy
3

2
2

12

3
2

2
11

2
. 

2. 













хх

хх

еCеCy

еCеCy
2

212

2
211

52
. 

3. 









х

х

еCCz

еCCy
5

21

5
21

4
. 

4. 













х

х

еCCz

еCCy

21

21

32
. 

5. 
 
 









xCxCеy

xCxCеy
х

х

3cos3sin

3sin3cos

21
2

2

21
2

1 . 

6. 
   








tCCtCCy

tCtCx

2sin422cos24

2sin52cos5

2121

21 . 



101 

7.  
  












122 21

21

tCCey

tCCex
t

t

. 

8. 
   








tCCtCCy

tCtCx

2sin22cos2

2sin2cos

2121

21 . 

9.  
  












xCCеz

xCCеy
х

х

121
2

21
2

. 

10. 












хх

хх

еCеCz

еCеCy

2
21

2
21

2

3 . 

2.  

11. 









хх

хх

ееy

ееy
32

2

32
1

2
. 

12. 








ty

ttx

cos

sincos
. 

13. 









tt

tt

ееy

ееx
3

3

4

2
. 

Примерный тест 

Часть А 

1. Решением дифференциального уравнения yy 2  является 

1) 2

2

1
yy    3) Cxy  sin  

2)  2Cxy   4) xCy  . 
 

2. Общим решением дифференциального уравнения  0 yy  яв-

ляется 

1) xx eCeCy  21  3) xCxCy cossin 21    

2) xCey    4)  xeCy x  2
1 . 

 

3. Дифференциальное уравнение     032  dxyxdyyx  является: 

1) дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными; 

2) однородным дифференциальным уравнением; 

3) линейным дифференциальным уравнением; 

4) уравнением Бернулли. 

4. Общим решением уравнения xxyy 22  является: 

1) Cxy  5   3) 1
2


x

Cey   
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2) 12 Cxy   4) Cyx  2 . 
 

5) Фундаментальную систему решений уравнения 044  yyy  

образуют функции: 

1) xyxy  2
2

1 ,  3) xx eyey 2
2

2
1 ,   

2) xx eyey 5
21 ,   4) xyxy 2cos,2sin 21   . 

 

Часть В 

1. Какое решение дифференциальное уравнение называется част-

ным? В чем его геометрический смысл? 

2. Какое дифференциальное уравнение первого порядка называет-

ся линейным? Приведите пример. 

3. Какое дифференциальное уравнение первого порядка называет-

ся однородным? Как его решают? 

4. Сформулируйте условие, при выполнении которого левая часть 

уравнения     0,,  dyyxQdxyxP  является полным дифференциалом 

некоторой функции. 

5. Какой вид имеет общий интеграл дифференциального уравне-

ния в полных дифференциалах? 

6. Как понижают порядок дифференциального уравнения, если 

оно не содержит явно искомой функции? 

7. Какое решение  дифференциального уравнения  первого поряд-

ка называется особым? 

8. Запишите общий вид линейного неоднородного дифференци-

ального уравнения. 

9. Сформулируйте теорему о структуре общего решения линейно-

го однородного уравнения. 

10. Запишите определитель Вронского для системы решений 

321 ,, yyy
 
линейного однородного дифференциального уравнения треть-

его порядка. 

11. В чем заключается идея метода вариации постоянных? 

12. Какой вид имеет общее решение линейного дифференциаль-

ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами в 

случае комплексных корней характеристического уравнения. 

13. При каких видах правой части для отыскания частного реше-

ния удобно пользоваться методом неопределенных коэффициентов? 
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